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A Prehledovy test
(maz. 30 bodi)

POKYNY: Uvodn{ test se fedf online na http:// olympiada.astro.cz. Prihlasovaci udaje ziskaji
uspésni tesitelé skolniho kola e-mailem nebo je dostanou od svého ucitele. Velmi doporucujeme te-
seni testu neodkladat na posledni dny pred uzavérkou. U problémi s feSenim testu ozndmenych po
17. 1. 2025 bohuzel nemtzeme zarucit jejich véasné vytizeni. U kazdé otazky vyberte pravé jednu
spravnou odpovéd. Za spravnou odpovéd je 1 bod. V pripadé Spatné nebo zadné odpovédi je za
otazku 0 bodi.

B Rossiterav-McLaughlintv jev

(maz. 20 bodi)

Jelikoz exoplanety zafi pouze odrazenym svétlem a nachézi se typicky thlové velmi blizko svych
materskych hvézd, je velmi obtizné je pozorovat primo — jsou hvézdami jednoduse prezareny. Vétsinu
dosud znamych exoplanet tudiz astronomové detekovali nepifimymi metodami, které jsou veskrze
zalozené na pozorovani zmén zareni, které k nam prichazi od jejich materskych hvézd — at uz se
jedna naprt. o metodu radidlnich rychlosti (zmény vlnové délky) nebo o metodu tranzitii (zmény
intenzity).

V nasledujicich tkolech se presvédcéime, ze pritomnost exoplanety lze naopak vyuzit k nepfimému
odvozeni nékterych charakteristik hvézdy, okolo které exoplaneta obihéa. Vysledkem nasi analyzy — za-
lozené na tzv. Rossiterové-McLaughlinové jevu — bude urcéeni rychlosti rotace centralni hvézdy kolem
jeji osy a rovnéz urceni orientace této rotacni osy vici roviné obéhu exoplanety. Obecné vysledky
budeme prubézné aplikovat na pripad dvou konkrétnich exoplanet: HD 189733A b a WASP-15b,
které své matetrské hvézdy obihaji s periodami 53,246 h, resp. 90,050 h. V celé tloze budeme predpo-
kladat, ze exoplanety kolem hvézdy obihaji po presné kruhovych trajektoriich a budeme zanedbavat
komplikace spojené s okrajovym ztemnénim disku hvézdy a diferencialni rotaci.

Zactneme s vytézovanim svételné kiivky tranzitu exoplanety, neboli zmén pozorované jasnosti ma-
terské hvézdy, ke kterym dochézi pri prechodu exoplanety pres disk hvézdy. Tranzity pozorujeme,
je-li orbitélni inklinace i (thel mezi rovinou obéhu exoplanety a rovinou kolmou na smér k pozorova-
teli) priblizné rovna 90°. Svételné kiivky zobrazujici tranzity exoplanet HD 189733A b a WASP-15b
vidime na obrazku 1.

a) Vyuwzijte hloubku D tranzitu (relativni pokles piichozi intenzity zafeni v ploché ¢asti tranzitu vuci

prichozi intenzité zafeni od nezakryté hvézdy) k urceni poméru R,/ R, poloméru R, exoplanety a R,
hvézdy. Hloubku D a pomér R, /R, vycislete pro exoplanety HD 189733A b a WASP-15b. [3 b]

Oznacme jako F' zarivy tok, ktery prichazi z jednotkové plochy disku hvézdy. Potom
piSeme

b_ FWRi—F(ﬂ'Ri—?TR%) _ (Rp>2
FrR? R.)
Ze svételnych ktivek na obrazku 1 miizeme odecist hodnotu D = 0,025 pro exoplanetu HD

189733A b (a tedy pomér poloméru R,/R, = 0,16), zatimco pro exoplanetu WASP-15b
dostavame hodnotu D = 0,010 (coz odpovida poméru poloméru R,/R. = 0,10).
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Obrazek 1: Fotometrie tranziti exoplanet HD 189733A b a WASP-15b. Zdroje: Winn et al., AJ 133,
1828-1835 (2007) a Southworth et al., MNRAS, 434, 2 (2013).

t t3

Obrazek 2: Geometrie tranzitu pfi obecné orbitdlni inklinaci.
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Pti obecném tranzitu nemusi trajektorie exoplanety prochazet presné pres stted disku hvézdy: jinymi
slovy, orbitalni inklinace i exoplanety se mize mirné lisit od 90°. Pro popis geometrie tranzitu zava-
dime tzv. impaktni parametr b, ktery je definovan jako promitnuta vzdalenost trajektorie exoplanety
od stfedu disku v jednotkach R,. Neni tézké se presvédcit, ze plati vztah b = aj, cosi/R,, kde a, je
polomér obézné drahy exoplanety. Parametr b se nyni pokusime urcit na zédkladé méteni cast ¢y, to,
t3 a t3 tzv. kontakti disku exoplanety s diskem hvézdy. Definice impaktniho parametru b a kontaktt
jsou ilustrovany na obrazku 2.

b) Napiste obecné vztahy pro vypocet délky Aty intervalu mezi prvnim a é¢tvrtym kontaktem a délky
Atog intervalu mezi druhym a tfetim kontaktem. Muzete predpokladat, ze R, < a,. Ukazte, ze pomér
T = Aty4/Atsg 1ze vyjadiit pouze pomoci parametru b a D. Pomoci dat na obrézku 1 urcete hodnoty
poméru 7 a impaktniho parametru b pro exoplanety HD 189733A b a WASP-15b. [6 b]

S vyuzitim Pythagorovy véty muzeme pro pruméty Alyy, resp. Alss vzdalenosti (do roviny
kolmé na smér k pozorovateli), které exoplaneta urazi v intervalech At4, resp. Atog psat

Alyy = 2,/(R. + Ry)? — (bR,)?,
Alyy = 2\/(R. — R,)? — (bR.)?.

JelikoZ miZzeme uvazovat R, < ap, jsou tyto prameéty piibliZzné rovny skutecnym vzda-
lenostem Asyy, resp. Asos, které exoplaneta v danych ¢asovych tsecich ve draze urazila.
Ziskavame tedy vztahy

P
At~ ——\/(R. + R,)? — (bR.)?,

Tap

P
Moy (R Ry =GR

kde P oznacuje periodu obéhu exoplanety kolem hvézdy.

Dostavame pak pomér

[ (R.+Ry)?—(bR)? | (1+VD)2—1?
. (1-vD)2—p’

neboli

b:J(l—\/ﬁ)W—(H\/ﬁ)?

2 -1

Pro tranzit exoplanety HD 189733A b muzeme z obrazku 1 odecist 7 = 1,84, zatimco pro
WASP-15b odecteme 7 = 1,34. Dostavame pak b = 0,67 pro HD 189733A b a b = 0,55
pro WASP-15b.

Meéreni zmén radialni rychlosti materské hvézdy pomoci Dopplerovské spektroskopie predstavuji ne-
zavisly zdroj informaci o exoplanetarnich systémech. Tyto zmény reflektuji orbitdalni pohyb hvézdy
kolem spolecného hmotného stredu bindrniho systému hvézda — exoplaneta. Kiivky radidlnich rych-
lost{ hvézd HD 189733A a WASP-15 vidime na obrazku 3 (pohyb hmotného stredu systému vzhledem
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(b) WASP-15b

Obrazek 3: Krivky radidlnich rychlosti hvézd HD 189733A a WASP-15. Spodni panely ukazuji anomalii
okolo faze 0 (stfed tranzitu) zpusobenou Rossiterovym-McLaughlinovym jevem. Zdroje: Triaud et al., A&A
506, 377-384 (2009) a Triaud et al., A&A 524, A25 (2010).
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Obrazek 4: Prechod exoplanety pres disk rotujici hvézdy. O, resp. R znac¢i prumét osy obéhu exoplanety,
resp. priumét osy rotace hvézdy do roviny kolmé na smér k pozorovateli. Casti disku, které se k pozorovateli
priblizuji, jsou vyznaceny modie, vzdalujici se ¢asti jsou zobrazeny cervené.

k pozorovateli byl odec¢ten). Pouzivame konvence, kde kladné radialni rychlost znamenad, ze se hvézda
od pozorovatele vzdaluje a kde faze 0 odpovida stredu tranzitu.

Pokud by hvézda nerotovala kolem své osy, ocekavali bychom, ze pro fazi 0 namérime ve spektru
hvézdy presné nulovy Doppleruv posuv a ze sklon kiivky radidlnich rychlosti (tedy radidlni zrych-
leni) bude ve fazi 0 roven a, o = 27 K., /P, kde K, je amplituda zmén radialni rychlosti hvézdy. Obecné
avsak hvézdy rotuji, jak je ostatné naznaceno na obrazku 4: v intervalu At , kdy exoplaneta prechazi
pres ¢ast disku hvézdy, ktera se k pozorovateli priblizuje, odstini disk exoplanety c¢ast zatreni, které
je vlivem rotace posunuto ke kratkym vinovym délkam. V dusledku tohoto pak registrujeme exce-
sivni cerveny posuv zareni od hvézdy, a tedy anomalni nartust krivky radidlnich rychlosti. Naopak
v intervalu At_ blokuje exoplaneta zareni ze vzdalujici se ¢asti disku, které je posunuté k vétsim
vlnovym délkam a my tak pozorujeme excesivni modry posuv, ktery zptisobi anomalni propad ktivky
radidlnich rychlosti. Tyto anomaélie (tzv. Rossitertiv-McLaughlintiv jev) muzeme zietelné pozorovat
na konkrétnich prikladech kiivek radidlnich rychlosti na obrazku 3. Mérenim rozdilu sklonu kiivky
radialnich rychlosti ve fazi 0 od jejiho sklonu mimo tranzit bychom pak ziskali anomalni radidlni
zrychleni agy, pro které lze odvodit vztah

1 D
—aRM At =

—> .
5 1_D\/l b2 (V. sini,) cos \.

Zde At znaci stfedni délku trvani tranzitu, V, sini, je prumét rovnikové rychlosti rotace hvézdy do
sméru k pozorovateli a A je thel sevieny mezi prumétem O osy obéhu exoplanety kolem hvézdy
a prumétem R rota¢ni osy hvézdy do roviny kolmé na smér k pozorovateli (viz obrézek 4). Uhel A
tedy udava orientaci prumétu rotacni osy hvézdy vzhledem k roviné obéhu exoplanety.
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c) Vyjadrete ihel A pomoci b a poméru o = Aty /At_. Uréete hodnoty o a A pro systémy HD
189733A a WASP-15. Popiste kvalitativni rozdily mezi orbitami planet v téchto systémech. [7 b]

Stredni dobu At trvani zakrytu muzeme rozlozit jako At = At, + At_. Pro drdhu, kterou
exoplaneta béhem tranzitu urazi, tedy piseme

2 2
QRN — 12 = %At - ij(Au T AL (1)
Drahu (27a,/P)At; muzeme navic rozlozit na dréhu (27a,/P)(At/2), ktera odpovida
poloviné se¢ny disku hvézdy (od okraje disku k pruseciku drahy s prumétem O osy obéhu)
a na drahu bR, tg A od prumétu O po prumét R rotacni osy hvézdy. Dostavame tedy vztah

2may, 2may

= (At+ - ;At) = ;(At+ ~AL). (2)

bR, tg \ =

Podélenim rovnic (2) a (1) ziskdme

bteN At —At. o —1

VI—2 Aty + AL o+1]

c—1 |1
tg \ = ——1.
& o+ 1Y\ b2

Odectenim ze spodnich panelii na obrazku 3 ziskame hodnotu ¢ = 1,0 pro exoplanetu HD
189733A b, resp. o = 0,4 pro exoplanetu WASP-15b. Dostavame pak hodnoty 0°, resp.
147° dhlu A. Mtzeme si povsimnout, ze exoplaneta WASP-15b obiha svou mateiskou
hvézdu po retrogradni draze (vzhledem ke sméru rotace hvézdy).

a tedy

d) Urcete hodnotu prumétu V, sin i, rovnikové rotacni rychlosti do sméru k pozorovateli pro hvézdy
HD 189733A a WASP-15. Provnejte s rovnikovou rotac¢ni rychlosti Slunce. [4 b]

Meétenim rozdilu sklonu krivek radialnich rychlosti na obrézcich 3 a 1 uprostied tranzitu
a mimo tranzit a na zdkladé znalosti periody obéhu obou exoplanet (na horizontélnich
osach v grafech na obrazcich 3 a 1 je vynesena faze, na ¢asovou zavislost mizeme prevést
vynéasobenim orbitélni periodou) mtizeme urcit hodnoty ary = 0,025 m - s72, At =1,39h
pro exoplanetu HD 189733A b a ary = 0,004 7m - s72, At = 3,31 h pro WASP-15b. Do-
stavame pak promitnuté rotac¢ni rychlosti V, sini, = 3,3km - s~! pro hvézdu HD 189733A
a V,sini, = 4,0km -s™! pro hvézdu WASP-15. Rovnikova rychlost rotace Slunce &inf
2,0km -s~!. Tato hodnota je o néco mensi, ale fddové srovnatelna s hodnotami, které
jsme urcili pro hvézdy HD 189733A a WASP-15.

6/ 17



SLEZSKA “ . .y Ny
Astronomicka UNIVERZITA Ceska astronomicka spole¢nost
olym pié da FYZIKALNI USTAV Www.astro.cz

v OPAVE olympiada.astro.cz
Krajské kolo 2024/25, kategorie AB (3. a 4. ro¢nik SS) — FeSeni
C Epocha rekombinace

(mazx. 20 bodi)

Predmétem naseho zkoumani v této tloze budou rané faze vyvoje vesmiru. Konkrétné nas bude
zajimat obdobi, kdy se latka ve vesmiru ochladila natolik, aby elektrony a atomova jadra mohly
rekombinovat v neutralni atomy. Pritom doslo k rapidnimu nartistu stfedni volné drahy fotoni.
Ty se tak efektivné oddélily od c¢astic hmoty a déle se mohly Sitit témér nerusené. Tyto fotony
v soucasné dobé pozorujeme jako tzv. kosmické mikrovinné pozadi neboli CMB — Cosmic Microwave
Background. Az na velmi malé fluktuace ma CMB v soucasnosti charakteristiky izotropniho zatreni
absolutné cerného télesa o teploté Ty = 2,73 K. V nasledujicich tkolech se pokusime odvodit co
nejvice informaci o obdobi, ve kterém CMB vzniklo.

Uvazujme, zZe soucasna mira rozpinani vesmiru je dana Hubbleovym-Lemaitreovym parametrem
Hy=67,4km -s~! - Mpc™t. Z méfeni ¢ervenych posuvii vzdalenych supernov typu Ia a z dynamiky
kup galaxii rovnéz plyne, Ze nas vesmir je plochy (jeho hustota je tedy rovna tzv. kritické hustoté)
a ze 68,5 % hustoty latky v ném je tvofeno temnou energii, zatimco 31,5 % hmotou (a pouze 4,9 %
znamou baryonovou hmotou). Ve zbytku tlohy budeme pro jednoduchost predpoklddat, ze veskera
baryonova hmota ve vesmiru je usporadana do atomt nejjednodussiho izotopu vodiku.

a) Pomoci hodnoty Hy urcete priimérnou hustotu py veskeré latky ve vesmiru (¢iselné v kg - m™3).
Urcete také sou¢asnou primérnou hustotu ng poc¢tu atomtt baryonové hmoty (¢iselné v m=3). [2 b]

Jelikoz je vesmir plochy, je celkova hustota latky rovna kritické hustoté, tedy

3H§ —27 -3
= =8,53-10"“" kg - :
Po 87 G ) g-m
Odtud dostaneme hustotu zndmé baryonové hmoty jako pg o = 0,049p9 = 4,18-10 2 kg - m 3,
a tedy
ng = PBO - 0,25m~?%,
my

kde my = 1,66 - 107%" kg je hmotnost atomu vodiku.

V literatufe lze vyhledat vztah!

doT?
u =

C

pro vypocet hustoty u energie izotropniho zareni absolutné ¢erného télesa pomoci teploty 7', Stefanovy-
Boltzmannovy konstanty o a rychlosti svétla ¢ (v jednotkach J-m™2).

b) Vypoctéte soucasnou hustotu peyp o kosmického mikrovinného pozad{ v kg - m=>. [1 b]

Mame .
u 40Ty . —31 -3
PCMB,0 = P 4,68 -10""" kg-m™”.
1Pro odvozeni tohoto vztahu miiZete napiiklad uvazovat kulovou dutinu o poloméru R, jejiz vnitini povrch vyzaiuje
jako absolutné ¢erné téleso o teploté T, tedy podle Stefanova-Boltzmannova zékona a Lambertova zakona.
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Do celkové hustoty zafeni ve vesmiru nezanedbatelné prispivaji rovnéz reliktni neutrina neboli CvB
— Cosmic Neutrino Background? Jejich hustota je navizédna na hustotu CMB a uréime ji jako

7/ 4\3
pCuB:3'8<11> PCMB -

Faktor 3 odpovidd poc¢tu vini neutrin (elektronové, muonové a tauonové), faktor % je dan rozdi-
lem mezi Fermiho-Diracovou statistikou neutrin a Boseho-Einsteinovou statistikou fotonti a konec¢né
4

faktor (ﬁ)% plyne z dynamiky elektron-pozitronové anihilace ve velmi raném vesmiru, kterd dala

neutrinovému pozadi za vznik.

c) Najdéte podil €, o, ktery mé zafeni (CMB a reliktni neutrina) na soucasné hustoté veskeré latky
ve vesmiru. Mélo by vam vyjit velmi malé éislo. [1 b]

Dostaneme

O PCMB,0 143. Z (4>§ ~0921-1077°
r,0 00 8 \11 ’ .

Rozpinani vesmiru obvykle popisujeme veli¢inou skalovaci faktor, kterd udava pomér vzajemnych
vzdalenosti objektl ve vesmiru v minulosti vici jejich soucasnym hodnotam. Znacime ji a a z definice
je jeji hodnota v soucasnosti rovna ag = 1. Nedochdazi-li k reakcim, pti kterych se ¢astice hmoty
meéni na ¢astice zafeni, mizeme tict, Zze primérna hustota hmoty ve vesmiru klesa s treti mocninou
skélovaciho faktoru (zatimco napft. hustota temné energie neni rozpindnim ovlivnéna).

Jak se vesmir rozpina, zvétsuje se i vlnova délka zareni, které se v ném siti: byl-li foton vyzaren
s vinovou délkou A, v okamziku, kdy mél vesmir skalovaci faktor a, registrujeme jej nyni jako foton
s vlnovou délkou é)\e. Skalovaci faktor a a kosmologicky ¢erveny posuv z objektil, které pozorujeme
v soucasnosti, tedy spolu souvisi vztahem

A 1 .
D Ve ’

z

Pramérna hustota energie zareni ve vesmiru pak klesd se ¢tvrtou mocninou a, nebot kromé poklesu
poctu ¢astic v jednotkovém objemu dochazi vlivem rozpinani vesmiru i ke kosmologickému ¢ervenému
posuvu, a tedy k poklesu energie jednotlivych kvant zareni. Pomér primérnych hustot hmoty a zareni
ve vesmiru se tedy v ¢ase méni.

d) Jaky kosmologicky ¢erveny posuv z, by odpovidal obdobi, kdy si byly hustoty zareni (CMB
i reliktnich neutrin) a hmoty (temné i baryonové) ve vesmiru rovny? Odpovidajici hustoty vypoctéte
¢iselnd v kg - m—3. Jaké bylo v tomto obdobi zastoupeni temné energie? Uréete rovnéz typickou energii
kgT fotoni CMB béhem tohoto obdobi (¢iselné v eV) a porovnejte s ioniza¢ni energii atomu vodiku
e = 13,6eV. Za predpokladu, ze baryonova hmota i fotony CMB byly v tomto obdobi v tepelné
rovnovaze, se ujistéte, ze typicka rychlost ¢astic baryonové hmoty v tento okamzik byla jiz vyrazné
mensi nez rychlost svétla. [5,5 b]

2Reliktni neutrina fadime do zafeni, nebot jejich kineticks energie v soudasnosti i v minulosti vyrazné prevysovala
jejich klidovou energii: jedna se tedy o ultrarelativisticke ¢astice, jejichz energie a hybnost splnuji vzatah F ~ pc.
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Zatimco hustota hmoty v obecné fazi vyvoje vesmiru spliiuje vztah p, = pm a2, pro
hustotu zafen{ musime psat p, = p, pa~*. Oznac¢ime-li Q,, o = 0,315 soucasny podil hmoty
na hustoté vesmiru, pak z podminky p, = p,, dostavame skdlovaci faktor

QrO —4
L= 2992.107,
¢ Qm,O

tedy cerveny posuv z, = 3420, pro ktery zaroven mizeme vypocitat p, = p, = 1,07 -
10719 kg - m™ (coZ je napt. tisicina hustoty hmoty pii zdkladné slunecni korény). V obdobi
rovnosti hustot hmoty a zafeni bychom dostali podil hustoty temné energie

Q
0 PA0 A0

= = =272.107,
A PAO F P00 3+ proa™t Qag + Qa3 + Qpa

kde jsme pouzili vlastnost, ze hustota temné energie je v case konstantni. Prispévek temné
energie do slozeni vesmiru v obdobi rovnosti hustot hmoty a zateni tedy byl zanedbatelny.
Vlnova délka maxima vyzafovani absolutné c¢erného télesa (a tedy i teplota) podléha
kosmologickému ¢ervenému posuvu. Pro typickou energii fotont tedy dostaneme

ksT = kgTpa ' = 0,8¢eV.

To je vyrazné méné, nez je ionizacni energie € atomii vodiku. Pokud zaroven méla ba-
ryonova hmota stejnou teplotu jako fotony CMB (dle predpokladu v zadani), vidime, ze
typicka kineticka energie kg1 = 0,8 €V protont i elektronii byla vyrazné mensi, nez jejich
klidové energie (511keV a 938 MeV). Smés ¢astic hmoty tedy byla nerelativisticka.

Mélo by vam vyjit, ze typickd energie fotontt v obdobi rovnosti hustot hmoty a zafeni nedostacovala
k ionizaci vodiku. Mohli bychom tedy na prvni pohled usoudit, ze kosmologicky cerveny posuv
odpovidajici obdobi rekombinace by mél byt vétsi nez z, a tudiz, ze se CMB oddélilo od hmoty jesté
v dobé, kdy byla hustota vesmiru dominovana zarenim. Stfedni energie fotoni ovsem neni jedinym
urcujicim faktorem: pripada-li na jeden atom vodiku dostateény pocet fotonti, miize byt vyznamny
podil atomt ionizovan atypickymi fotony s energii vyrazné vétsi, nez je jejich stfedni energie.

e) Odhadnéte pocet n fotoni CMB, které ve vesmiru ptipadaji na jeden atom (staci fadoveé). [1 b]
Dostavame, ze photon-to-baryon ratio je priblizné rovné poméru

p= Pousoc _ A0T5 .y g
nokBTo noch

Jednd se o piiblizny vysledek, nebot ponpoc?/ksTy predstavuje pouhy odhad objemové
hustoty poctu fotonti.

Poznamka: Pocet fotonii i baryonii na jednotkovy objem se skaluje jako a=3. (V obdobi,
které nasledovalo po anihilaci elektronii a pozitronii, se pomér n jiz vyznamné neménil.)
Na jeden atom vodiku tedy v obdobi vzniku CMB pripadal velmi velky pocet fotonii. To
znamena, ze CMB mélo potencial ionizovat baryonovou hmotu ve vesmiru i pro ¢ervené
posuvy, pro které byla typicka energie fotonii CMB vyrazné mensi nez €.
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3

Pro presnéjsi urceni cerveného posuvu obdobi rekombinace ndm poslouzi Sahova ionizacni rovnice:

Ta pro vodik nabyva tvaru
n"ne [\/27rmekBTH1 L
= e

kpTH
)
n' h

kde n” je hustota poctu ionizovanych jader vodiku (tedy hustota poc¢tu protont), n,. je hustota poc¢tu
elektront, n’ je hustota pocCtu rekombinovanych atomu vodiku, m. je klidova hmotnost elektronu,
Ty je rovnovazna teplota smési jader vodiku, elektronti a neutralnich atomi, ¢ je ionizacni energie
vodiku a h je Planckova konstanta. Sahova rovnice plati, je-li typickd rychlost ¢astic smési vyrazné
mensi nez rychlost svétla, jsou-li elektrony nedegenerované a je-li systém v rovnovazném stavu.

f) Naleznéte c¢iselnou hodnotu cerveného posuvu zzg, kterd odpovidad dobé, kdy s elektrony zre-
kombinovalo 50 % vsech jader vodiku. Nékteré rovnice budete muset tfesit graficky nebo numericky.
Uvazujte, ze baryonova hmota byla béhem rekombinace v tepelné rovnovaze s fotony CMB. [4,5 b]

Ozna¢me jako n = n’ + n” celkovou hustotu poc¢tu jader vodiku (zrekombinovanych i
ionizovanych). Jelikoz je vesmir jako celek elektricky neutrdlni, mame zéroven n” = n,.
V terminech ioniza¢niho poméru x = n” /n tedy mizeme Sahovu rovnici zapsat jako

x? 1 [\/QWmekBTHr =
= — | e

kBTH |
h

l—2 =n
Jelikoz predpokladame tepelnou rovnovahu mezi baryonovou hmotou a fotony CMB,

miizeme dosazovat Ty = T = Tya~'. Mame rovnéz n = nga~>. Celkem tedy dostdvame
rovnici ve tvaru

1'2

1—=x

= Ba2 e = fla), (3)
kde koeficienty (3, mizeme vyjadrit jako

6_1[\/27rmekBTor_ 15 <2mec2

3
) n=435-10%%,

o h 8wz \ ksTp
g
= = 578-10%.

(Pri dpravé vztahu pro 8 jsme dosadili za ng pomoci obecného vysledku pro n z ¢asti
¢).) Pomoci rovnice (3) mizeme nalézt hodnotu asy skdlovaciho faktoru, kterd odpovida
ionizacnimu pomeéru x5y = 0,50.

Abychom ziskali intuici pro kofeny rovnice (3), vykresleme na pocitaci graf funkce f(a)
v zavislosti na a. Vysledek (v logaritmické skale) vidime na obrazku 5, kde je zaroven
¢ervené vynesena hodnota levé strany rovnice (3) pri ionizaénim poméru xzy = 0,50.
Muzeme pozorovat, ze pro obecnou fixni hodnotu levé strany bude mit rovnice (3) dvé
feseni pro a. Pro zadanou hodnotu x5y = 0,50 ioniza¢niho poméru je vsak fyzikalni pouze
vétsi z korenti. Dle grafu by totiz mensi feseni odpovidalo cervenému posuvu, kdy by

3Jedn4 se o pokroéily vysledek statistické fyziky, pro odvozeni ze zékladnich principt viz napiiklad https://www.
astro.princeton.edu/~gk/A403/notes.html, kapitola 3.
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15+

10+

log(f)

-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4
log(a)

Obrazek 5: Logaritmicky graf funkce f(a) (modfe). Cervenou ¢arou je vyznacena hodnota z2,/(1 —
r50) = 0,50 odpovidajici ionizaénimu poméru zsg = 0,50.

protony i elektrony mély alesponi 10*? vétsi energii neZ v obdobi rovnosti hustot hmoty
a zareni, a tedy by se pohybovaly ultrarelativisticky. Sahova rovnice by v takovémto
obdobi rozhodné neplatila.

Kofeny rovnice (3) muZzeme nalézt napiiklad iterativné: nejdiive prepiSeme rovnici do
tvaru

1
va:glna+ln (5 xQx) .

Druhy ¢len na pravé strané zname, do prvniho ¢lenu pti prvni iteraci dosadime pocatecni
odhad aq skalovaciho faktoru. Pravou stranu pak muzeme vyhodnotit, ¢imz ziskdme na
levé strané novy odhad a;. Cely proces nékolikrat opakujeme: odhad a,, 1 ziskdme jako

3 1—
Yani1 = = Ina, +In (ﬁ :U) .
2 x?

Pro ag = 1 zjistime, Ze odhady konverguji k hodnoté asy = 7,26 - 107, Dostdvame tedy
cerveny posuv zso = 1380. Vidime, ze pocet fotonu pripadajicich na jeden atom vodiku
ve vesmiru je natolik velky, Ze epocha rekombinace byla odsunuta hluboko do obdobi
dominance hmoty, kdy byla typicka energie fotoni daleko mensi, nez by bylo potieba k
ionizaci vodiku.

Zbyva ndm urcit cerveny posuv zgec, ktery odpovida epose, kdy se fotony CMB oddélily od baryonové
hmoty (tzv. decoupling epoch). Vyjde-li pomér ionizovanych atomi v okamziku oddéleni dostatecné
maly, ovérime timto zaroven platnost predpokladu o tepelné rovnovaze mezi baryonovou hmotou
a fotony CMB béhem obdobi rekombinace. Budeme uvazovat, ze v raném vesmiru interagovaly fotony
pouze s volnymi nabitymi ¢asticemi hmoty, a to skrze Thomsoniiv rozptyl, jehoz uc¢inny prirez

vypocteme jako
8 ¢ 2
or=—|——=1| .
T3 4degmoc?
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Zde q oznacuje elektricky naboj castice, my jeji klidovou hmotnost a €y je permitivita vakua. Oddéleni
zareni CMB od baryonové hmoty nastalo v okamziku, kdy stfedni volna draha fotoni prekonala
polomér ¢/ H tzv. Hubbleovy sféry. Ten predstavuje odhad nejvétsi vzdélenosti mezi ¢dstmi vesmiru,
které spolu mohly komunikovat.

g) Urcete Cerveny posuv zge. odpovidajici okamziku oddéleni fotonia CMB od baryonové hmoty (feste
opét bud graficky, nebo numericky). Kolik procent atomu bylo v tomto okamziku stéle v ionizovaném
stavu? Pro vypocet Hubbleova-Lemaitreova parametru H v obecném okamziku vyvoje vesmiru lze
vyuzit predpokladu, ze prumérnd hustota latky ve vesmiru byla vzdy rovna kritické hustoté. [5 b]

Uvazujeme-li, Ze nas vesmir je plochy, byla jeho hustota p v okamziku oddéleni baryonové
hmoty a fotonit CMB rovna kritické hustoté 3H?/(87G). Toho miZzeme vyuZit k vyjadieni
Hubbleova-Lemaitreova parametru a tedy i poloméru Hubbleovy sféry pro c¢erveny posuv
Zdec. Dostavame

c 3c? c 1

H 8tGp - Hy \/QA’O + ngage?’c + Qr,OacTeZt .

Zéaroven vidime, ze dominantni efekt na stfedni volnou drahu fotont bude mit rozptyl
fotont na elektronech, nebot Thomsoniiv i¢inny prifez je neptimo imérny druhé mocniné
klidové hmotnosti nabité ¢astice. Pro stredni volnou drahu pak dostavame

2\ 2 3
- 1 _ 3 [(Amegmec”\" 1 age.
oTNne 8T 2 No Tdec

Spolecné se Sahovou rovnici tedy dostavame soustavu

c 1 3 (477'60777,902)2 1 a3,
Hy \/QA,O + Quoags + Qoagh 87T e’

2 P
x s
dec — 6 ajec e~ Yadec ’

)
Ny Tdec

1-— Ldec
kterou resime pro Tge. a dgec-

Ioniza¢ni pomeér x4, mizeme eliminovat vyjadrenim z prvni rovnice a dosazenim do Sa-
hovy rovnice. Vyslednou rovnici pro age. mizeme tesit napt. graficky jako na obrazku 6.
Dostéavame koien agqee = 8,89 - 1074, a tedy 2zqee = 1120. MiiZeme rovnéZ odecist odpo-
vidajici ionizac¢ni pomér xq.. = 0,007 44. V okamzik oddéleni baryonové hmoty a zatreni
CMB tedy bylo ionizovanych uz jen 0,7 % atomu ve vesmiru. Odtud muzeme usuzovat, ze
predpoklad tepelné rovnovahy mezi baryonovou hmotou a zafenim CMB béhem procesu
rekombinace byl opravnény.

Poznamka: Ve skutecnosti nastalo oddéleni baryonové hmoty a zareni CMB az pri cerve-
ném posuvu 1090, protoze ne vsechny atomy vodiku rekombinovaly primo do zakladniho
stavu. Vesmir rovnéz obsahuje i tézsi prvky, které rekombinovaly pri vyssich ¢ervenych
posuvech.
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Obrazek 6: Grafické feSeni Sahovy rovnice pro age.. Modra ktivka: prava strana Sahovy rovnice
(funkce f(a)). Zelena kiivka: leva strana 22 /(1 — x) Sahovy rovnice po dosazeni za = z podminky na
rovnost stredni volné drahy fotonti a poloméru Hubbleovy sféry.

D Signal a Sum (prakticka)

(maz. 30 bodi)
Cast I — Pomér signalu a Sumu na CCD snimku

V prvni ¢asti tlohy si vyzkousite spocitat nejistotu pri méreni hvézdné velikosti pomoci CCD snimace.
Dalekohled v tomto ptripadé nemé okuldr, misto néj promitdme obraz na miizku pixelid. Ty preméni
urcitou ¢ast dopadajicich fotona na elektrony. Po uplynuti expozi¢niho casu prevede snimac pocty
nasbiranych elektronti na ¢iselnou hodnotu.

Vytez z jednoho takového snimku najdete na obrazku 7. V tabulce 1 jsou hodnoty vsech pixelt
z obrazku 7 v jednotkadch ADU (Analog-Digital Units), které jsou imérné poc¢tu dopadajicich fotoni.
Expoziéni ¢as byl t = 60s. Hodnoty jsou souc¢tem signalu z hvézdy, signalu z oblohy a Sumu. VSimnéte
si, ze hvézda neni zobrazenda presné na jeden pixel.

a) Vyberte reprezentativni vzorek pixelt mimo hvézdu a spocitejte jejich primérny signal sg., v ADU.
Vhodnou volbou miizou byt treba pixely podél okraji vytezu. Spocitejte také odpovidajici sméro-
datnou odchylku ogy. [6 b]

Dostaneme ng, = 56 pixell s celkovym signdlem Sg,, = 995471 ADU. Na jeden pixel
dopada

Seky = S99 = 17776 ADU .

Ngky
Smeérodatna odchylka bude
Oy = 98ADU .

b) Predpoklddejme, ze pixel, na ktery se zobrazila hvézda, ma signal vyssi nez sgy, + 30gky,. Urcete

soucet Scep signalt ze vsech pixel s hvézdou. S pomoci vysledku predchozi tlohy od Scep odectéte
signal pochézejici z oblohy a uvedte vyslednou hodnotu signalu z hvézdy S, v ADU. [3 b]
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Tabulka 1: Hodnoty v ADU odpovidajici pixelim na snimku hvézdy porizeného pomoci dalekohledu a CCD
snimace. Od dat byly odecteny kalibra¢ni snimky dark frame a flat field. Data jsou ke stazeni ve formatu
CSV na strance https://olympiada.astro.cz/data/documents/2/11/1005_table.csv.

17723 17679 17744 17773 17843 17695 17735 17731 17700 17752 17856 18188 17587 17701 17812
17757 17649 17690 17722 17810 17863 18049 17888 17794 17799 17765 17964 17736 17533 17958
17873 17850 17492 17910 17931 17768 17816 17899 18019 17673 17782 17913 17749 17703 17965
17780 17799 17612 17930 17882 18024 17941 18008 18029 18018 17760 17856 17767 17735 17805
17840 18058 17920 17778 18085 18165 18419 18597 18328 18098 17960 17711 17625 17848 17687
17810 17912 17800 18040 17896 18593 19565 20905 20307 18997 18198 17977 17948 17799 17742
17709 17736 17940 18110 18271 19682 25172 36942 31303 21308 19105 18717 18141 17690 17743
17843 17817 17779 17888 18436 21100 29302 43715 40462 23169 19027 18652 17954 17884 17771
17795 17726 17863 17879 18527 19793 23437 31487 29847 20765 18464 18327 17963 17970 17756
17777 17882 17726 18173 18026 18656 20728 23322 21298 18734 18061 18026 17973 17851 17776
17789 17638 17734 18004 17981 18208 18688 19134 18523 18127 18179 17698 17860 17884 17823
17897 17677 17859 17732 17869 17883 17812 17881 18016 17931 17812 17885 18005 17645 17737
17699 17941 17759 17720 17783 17866 17877 17824 17970 17735 17742 17840 17700 17826 17858
17803 17820 17630 17790 17804 17746 17778 17802 17733 17959 17920 17829 17808 17968 17631
17793 17674 17882 17747 17699 17652 17638 17562 17779 17770 17793 17822 17767 17874 17876

Vybereme pixely se signdlem s, > Sqy + 30gy = 18071 ADU. Dostaneme n = 51 pixelt
s celkovou hodnotou Scep = 1097500 ADU. Zajima nas pouze signal z hvézdy, musime
tedy odecist signal z oblohy

S. = Scep — Mg = Scep — ——Suy = 190890 ADU.
Ngsky

Doted jsme pouzivali jednotky ADU. Od vyrobce snimace vime hodnotu zesileni G = 1,3e~/ADU.
To znamena, ze kazdé ADU odpovida tomuto poctu nasbiranych elektroni.

Pojdme se nyni zamérit na zdroje Sumu. Od hvézdy prichazi jisty pramérny pocet fotontu za sekundu.
To ale neznamend, ze kazdou sekundu mutzeme zachytit presné tento pocet fotonii. Jejich vyzareni
je totiz ndhodny jev. Pravdépodobnost, Zze za dany casovy interval dorazi z hvézdy k fotond za
predpokladu, ze v priméru dorazi za dany casovy interval n fotonti, popisuje Poissonovo rozdéleni,
jehoz smérodatna odchylka je odmocninou z o¢ekavané cetnosti jevu. V nasem pripadé to znamena,
ze Sum signalu od hvézdy (v jednotkéch poctu elektront) je pro jeden pixel roven

e

kde s, je signal z hvézdy dopadajici na jeden pixel. Obloha je podobné jako hvézda zdrojem Sumu
0s = \/GSeky -

K celkovému Sumu déle prispivd termdlni Sum snimade, tzv. temny proud (dusledek termdlniho
pohybu elektront). Zméfili bychom ho i se zavienym dalekohledem. Od vyrobce CCD snimace vime
hodnotu D = 3,2e™/s/px, kterd udava pocet elektront, které nasbird v pruméru kazdy pixel za
sekundu vlivem temného proudu. Hodnota odpovidajici primérnému prispévku temného proudu
byla od dat na obrazku 7 a v tabulce 1 odectena. Jelikoz se ale také jedna o soucet vice nezavislych
nahodnych jevi, prispévek k sumu temného proudu opét podléha Poissonovu rozdéleni. Plati tedy

Oop =V Dt.

Posledni ptispévek k Sumu, ktery budeme uvazovat, pochazi z vycitaci elektroniky, ktera prevadi
pocty elektront na hodnoty v ADU. Vyrobce uvadi hodnotu 63 = 28 e~ /px. Vy¢itaci Sum jako jediny
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4x10%
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Obrazek 7: Vyrez snimku hvézdy pofizeny pomoci dalekohledu a CCD snimace. Data byla opravena o
kalibrac¢ni snimky dark frame a flat field.

zminény nezavisi na expozié¢nim ¢ase? Celkovy $um je odmocnina ze souétu stfednich kvadratickych
odchylek pro jednotlivé druhy sumu a pro jednotlivé pixely, tedy

N:@. (4)

c¢) Spocitejte pomér signalu a Sumu S/N, kde S = S.G a N je definované vztahem (4). Jako zdroje
sumu uvazujete oy, os, Osy, 0p a or. Nezapomerite, Ze do celkového N prispivaji vSechny pixely, na
které se zobrazuje hvézda. [3 b]

K Sumu na CCD pred odectenim signalu oblohy sy, prispivaji o, os, op a or. Méfeni sg,
je nezavislé na méreni signalu z pixelt, kde je hvézda. Protoze od pixelt s hvézdou ode-
citame signal z oblohy, bude k Sumu navic pfispivat i jeho statistickd nejistota og. Tu
jsme navic spocitali v ADU a je ji nutné v sumeé pro celkovy sum nasobit zesilenim G. Je
dilezité rozlisit mezi og a ogy. V prvnim piipadé se jedna o sum zptusobeny Poissonovo
statistikou prichazejicich fotoni od oblohy detekovanych na pixelech s hvézdou. V dru-
hém pripadé se jedna o smérodatnou odchylku signalu z oblohy mimo hvézdu. V idealnim
pripadé by tato smérodatna odchylka méla zahrnovat vsechny zdroje Sumu zminéné vyse.
Bereme-li signaly z jednotlivych pixelt jako nezavislé, plati pro pomér signalu a Sumu
vztah

s .G - .G
N \/S*G + nsayG +nDt 4 nog +noj, \/SCCDG + nDt + nof, + G*no,

?

kde n je pocet pixeli se signalem z hvézdy pouzitych k urceni souctu S,. Dosazenim
dostaneme vysledek

S
— = 165.
N

4Nezapomeiime, Ze signaly z hvézdy i oblohy jsou linedrni funkei expozi¢niho ¢asu.
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d) Jakou nejmensi zménu hvézdné velikosti Am hvézdy muzeme zméfit s pomérem S/N, ktery jste
urcili v predchozi ¢asti? Predpokladejte, ze nejmensi mozna zména Am odpovida zmeéné sily signalu
z S na S+ N. Bude moZné pozorovat pokles magnitudy pozorované hvézdy o 10 mmag? [3 b]

Pouzijeme Pogsonovu rovnici

S+N 25N

A 2,51 1,09 N 6,6
m = o R~ — = — = 6,6 mmag .
I P T T E
Pokles 10 mmag je vétsi nez limit dany pomérem signdlu a Sumu, bude tedy mozné ho

pozorovat.

Cast IT — Binocular summation factor

V druhé casti tlohy se pokusime zjistit, kolikrat slabsi objekty jsme schopni pozorovat, pokud misto
jednoho optického pristroje pouzijeme dva nezavislé detektory, jejichz signaly skladame.

e) Za jasné bezmeési¢né noci zméite hodnotu mezni hvézdné velikosti. Méfeni provedte nékolikrat za
sebou s co nejkratsimi ¢asovymi odstupy, a to ve dvou riiznych rezimech: pti pozorovani obéma ocima
a pri pozorovani s jednim zakrytym okem. Muzete postupovat naptiklad pomoci metody polygont,
jako v Uloze D Krajského kola 21. roéniku AO kat. CD. P¥{padné si miizete vytvofit i vlastni polygony,
nebo navrhnout vlastni metodu, ktera bude lépe odpovidat potfebam tulohy. Pokuste se co nejvice
eliminovat mozné zdroje kognitivniho biasu: napriklad, pouzivate-li metodu polygont, tak hvézdy
v daném polygonu vzdy pocitejte nejdiive s jednim zakrytym okem a pak teprve s odkrytyma obéma
o¢ima. Pro méreni jednim okem pouzivejte stiidaveé levé i pravé oko. Méfeni provadéjte v ramci
tthlové co nejmensi ¢asti oblohy. Vasi metodu a podminky pti méfeni detailné popiste. [10 b

f) Vami naméteny rozdil meznich hvézdnych velikosti se pokuste porovnat s hodnotou, kterou byste
oCekéavali na zdkladé analyzy poméru signilu a Sumu. [5 b]

Tipy: Predpokladejte, Ze mozek hvézdu povazuje za rozliSenou, pokud pomér S/N prekrodi jistou
kritickou hodnotu A. Signaly z jednotlivych o¢i povazujte za nezavislé.

Oznacme jako Si, resp. Sy pocCty fotonu, které prichazi od nejslabsich hvézd, které jsme
schopni registrovat jednim, resp. dvéma o¢ima za jeden detekéni interval ¢ oka (budeme
predpokladat obnovovaci frekvenci oka ~ 50Hz, tedy ¢ ~ 0,02s). Z podminky mezni
rozlisitelnosti pro oba pripady pak plyne, ze

- -2 @

kde Ny, resp. Ny jsme oznacili celkové hodnoty Sumu pti pozorovani jednim, resp. dvéma
oc¢ima. O mezni hodnoté A poméru signalu a Sumu zatim nebudeme nic predpokladat.
Budeme rovnéz pro jednoduchost uvazovat, ze priumér pupily nezakrytého oka se ne-
zmeéni, pokud druhé oko odkryjeme: v takovém pripadé jsou hodnoty Sy, resp. Sy piimo
umérné jasnostem (svételnym tokim) nejslabsich hvézd, které miuzeme pozorovat jednim,
resp. dvéma ocima.
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Zdroje Sumu si mtuzeme rozdélit na dvé c¢asti: 1. na poissonovsky sum, ktery je spojen
s ndhodnosti okamzikti prichodu fotont od hvézdy a 2. na Sum o, ktery se jednoduse
skaluje s poc¢tem nezavislych detektort (napriklad sum, ktery vznika pri nezavislé detekei
v kazdém oku). Pro jednoduchost budeme zanedbavat vsechen sum R, ktery je nezavisly
na poctu detektoru (jako napiiklad Sum, ktery vznika pri zpracovani signala v mozku).

Mizeme pak psat
Ny =/S1+ 02, (6a)
Ny =1/2S55 + 202. (6b)

Dosazenim vztaht (6) do (5) pak dostaneme

S 25 \as
VS F02 V28,4202 /Sy+o2
Tuto rovnici miuzeme vytesit pro Sy v zavislosti na S; a o. Dostavame vysledek
1 o2 o2
&::A1+¢ﬁ+&$+8%)%
1+ %
1

SlE/}/Sl. (7)

Vidime, Ze pomér ~ jasnosti (svételnych toku) nejslabsich hvézd, které jsme schopni pozo-
rovat jednim okem, resp. dvéma ocima zéavisi na charakteru hodnoty poméru ¢2/S Sumu
o detektoru a poissonovského sumu v/S nejslabsi hvézdy, kterou miiZzeme okem pozorovat.
Méme-li 6%/S < 1, potom bychom dostali

1
Sy = 551 , (dominance poissonovského Sumu)

zatimco pro /S > 1 bychom dostali
1
V2

Jsou-li oba zdroje Sumu srovnatelné, bude pomér v nabyvat hodnoty z intervalu (3, %)

So Si. (dominance Sumu detektoru)

Pokusme se nakonec odhadnout, ktery z vyse popsanych pripadii ve skutecnosti nastava.
Uvazujeme-li typickou hodnotu MHV 5 mag a pramér pupily adaptovaného lidského oka
8 mm, muzeme pomoci Pogsonovy rovnice a srovnanim se Sluncem odhadnout, ze za jeden
detekeni interval ¢ ~ 0,02s dopadnou na sitnici oka rfadové stovky fotont vyzarenych
hvézdou. Zaroven vidime, ze plati

S 1 A? 1
A - 5 = A1 (8)
VS +o0? J1+% S 1+ %

Ocekavame-li kritickou hodnotu A poméru signdlu a sumu v fadu jednotek, bude A?
v fddu desftek a tedy A?/S < 1. Ze vztahu (8) pak muzeme dovodit, Ze p¥i urcovani
MHYV pouhym okem lze oc¢ekavat dominanci Sumu detektoru, a tedy hodnotu

f)/ < i .
~ \/§
Zaroveni vidime, Ze s lepsicimi se podminkami (vy$si MHV) by mél pomér A/+/S rist a

meli bychom tedy pozorovat nizsi hodnotu v € (%, %)
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