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Teoreticka cast
Kratké ulohy

A Dvacetifrankova pocetni rozcvicka

(maz. 10 bod)

Vyzdoba svycarské 20frankové bankovky z roku 2017 je inspirovana svétlem. Na bankovce jsou drob-
nym pismem napsany vzdalenosti ve svételnych sekundach (znacka ls, z anglického light second) mezi
Zemi a rtiznymi vesmirnymi télesy.

a) Na bankovce je udana vzdalenost mezi Zemi a Sluncem 4941s. Jakd vzdalenost r v kilomet-
rech a v astronomickych jednotkach tomu odpovida? [1 b]

Svétlo se pohybuje rychlosti ¢ = 299 792km - s~*. Astronomickd jednotka m4 hodnotu
1au = 1,496-108 km. Vzdalenost mezi Zemi a Sluncem odpovidajici vzdalenosti r = 494 1s
je

r=4941s = 1,481 - 10%km = 0,990 0 au .

Obézna draha Zemé okolo Slunce je elipticka s nizkou excentricitou. V nasledujicich par podilohach
zkusime vypatrat, kterému dni v roce tato vzdalenost priblizné odpovida.

b) Spocitejte pravou anomadlii v, excentrickou anomélii F a stfedni anomalii M Zemé odpovidajici

vzdalenosti r spocitané v podiloze a). Vysledky uvedte ¢iselné ve stupnich. [6 b]

Excentricita zemské drahy je e = 0,016 7. Pravou anomadlii vypocteme jako
1 1—e?
COSVZ(CL(e)—1> ,
€ r
v ==40,942 2rad = +53,99°.

Excentrickou anomalii ziskame jako

; FE 1—6t v
an — = an —
2 1+e 2’

E = £0,9289rad = £53,22°.

Konecné stredni anomalie pak je

M =FE+esinFE,
M = £0,942 2rad = +53,99° .

c) Zemé prochazi perihéliem 4. ledna. Ktery den v roce muze odpovidat vzdalenosti napsané na
20frankové bankovce? [3 b]
Stredni anomalie M = £0,942 2 rad odpovida ¢asu od priichodu periheliem
MT
=",
2

tedy t = £54,8d. Vzhledem k symetrii obézné drahy Zemé mohl hledany den nastat 55
dni pred 4. lednem nebo 55 dni po 4. lednu. To znamena bud 10. listopadu nebo 28. inora.
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Obrazek 1: Pravd anomalie v a excentrickd anomaélie F vyznacend na obézné elipse. Planeta je vyznacend
c¢ernym koleCkem. Slunce se nachéazi v ohnisku Fj.

Napovéda: Prava anomaélie je tthel mezi planetou, Sluncem a perihéliem. Excentricka anomalie je
definovanad pomoci kruznice o poloméru rovném velké poloose elipsy se stfedem ve stfedu elipsy.
Jestlize k ose elipsy vedeme kolmici prochézejici planetou, pak tthel mezi prisec¢ikem kolmice s kruz-
nici, sttedem kruznice a periheliem je excentrickd anomalie. Viz obrazek 1. Stfedni anomalie je tihel,
ktery by planeta za Cas od prichodu periheliem urazila po kruznici, pokud by se pohybovala rovno-
meérnou thlovou rychlosti se stejnou celkovou periodou obéhu. Mezi hlavni poloosou a a excentricitou
e obézné drahy, pravou anomalii v a vzdéalenosti od Slunce r je vztah

_a(l—-¢)
" 14ecosv

Mezi pravou anomalii  a excentrickou anomalii £ je vztah

) v l—i-et FE
an — = an —.
2 1—e 2

Mezi excentrickou anomalii /' a stfedni anomalii M plati vztah

M=F —esin F.

Mezi stredni anomalii M, periodou obéhu planety T', a ¢asem od priichodu periheliem ¢ plati vztah

2rt
M= —.
T
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B Kontrakce
(maz. 8 bodi)

Pted znalosti atomového jadra a ekvivalence hmoty a energie navrhli Lord Kelvin a Hermann von
Helmholtz, Ze Slunce sviti diky tomu, Ze se celé smrstuje. Radové odhadnéte dobu txn (¢iselné v le-
tech), po jakou by Slunce mohlo diky energii ziskané z gravitaéni kontrakce svitit pti jeho souc¢asném
vykonu. Uvedte argumenty, pro¢ tento mechanismus nemize byt ten spravny. V jaké fazi vyvoje byla
gravitacni kontrakce pro Slunce relevantnim zdrojem energie?

Pro tadovy odhad nam postaci ptiblizny vztah

o GMS
~—h

pro celkovou energii, ktera se muze uvolnit pri gravitacnim kolapsu. Pozadovanou ¢asovou
skalu ziskame po vydéleni pozorovanym vykonem Slunce. Tedy

U
txkg = @ %3'10716t.
Lo

Poznamka: Pokud bychom Slunce modelovali jako homogenni kouli, jeho gravitacni po-
tencialni energie by byla rovna

3GM?

5 Ry

Mohli bychom pak rovnéz psat presnéjsi vztah (plynouci z viridlové véty)

U@Z

3 GM?
10 Ry

1
Eo=-Uy=—
O] 2@

pro celkovou energii, ktera se pri kolapsu miize uvolnit. Pro radovy odhad c¢asu, po ktery
by Slunce takto dokazalo svitit, nam ovsem stejné dobre poslouzi priblizné vztahy zminéné
vyse.

Stari Zemé a Slunecni soustavy je znamo z radionuklidového datovani a je ptiblizné rovno
4,567 miliardam let. OvSem i bez radionuklidového datovani lze stari Zemé omezit z ge-
ologie nebo z casové skaly, na které probiha darwinovska evoluce. Slunce tedy musi mit
k dispozici mnohem vice energie, nez kolik mtze ziskat gravitacnim kolapsem. Energie
gravitacniho kolapsu byla dilezitou slozkou celkové energetické rovnovahy Slunce pred
jeho vstupem na hlavni posloupnost.
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C Zakerna lampa

(maz. 10 bodi)

Kuba rad fotografuje no¢ni oblohu ze svého balkénu (¢ = 50,09°s.8., A = 14,42° v.d.). Pozorovani mu
ale kazi rozsvicend lampa s obzornikovymi soufadnicemi hy, = 30° (vyska nad obzorem) a A;, = 111°
(azimut, méfime standardné od severu smérem na vychod). V jakém rozsahu deklinaci nemiize Kuba
fotit, chce-li zajistit minimalni vzdalenost foceného objektu 10° od lampy v jakykoliv ¢as a den
v roce?

Zadané obzornikové souradnice lampy muzeme prepocitat na rovnikové souradnice prv-
niho druhu (deklinaci éy, a hodinovy thel hy,). Nakreslime si sféricky trojihelnik s vrcholy
L (lampa), P (severni svétovy pél) a Z (zenit). Vyznacime si délky jednotlivych stran:
|PZ| = 90° — ¢, |[PL| = 90° — dr,, |ZL| = 90° — hy, a jednotlivé thly: hodinovy thel Hj,
bude thel u vrcholu P, tthel u vrcholu Z bude mit velikost 360° — Ay, , viz obrazek 2.

L 90°- &

Obrazek 2: Sféricky trojuhelnik pro prevod obzornikovych souradnic lampy na rovnikové prvniho
druhu.

Deklinaci lampy pak mtuzeme vyjadrit s pomoci sférické kosinové véty

c0s(90° — o) = cos(90° — ¢) cos(90° — hy,)+
+ sin(90° — ¢) sin(90° — hy,) cos(360° — Ay)
= sin ¢ sin hy, + cos ¢ cos hy, cos Ay, ,

tedy
1, = arcsin (sin ¢ sin hy, + cos ¢ cos hy, cos Ar,) = 10,6°.

Vzdalenost 10° od lampy bude znamenat rozdil v deklinaci maximéalné 10° obéma sméry.
Deklinace, které Kuba nebude moct fotit lezi tedy v intervalu (dr, — 10°, o, + 10°), ¢iselné
vychdazi ptiblizné (0,6°,20,6°).
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D Zakryt Neptunu v opozici

(mazx. 12 bodi)

Pozorovatel na Zemi sleduje zékryt Neptunu planetkou v opozici. Uvazujte, ze orbity planetky i Nep-
tunu se nachazeji v roviné ekliptiky. Planetka ma pramér D, = (1,8 £0,3) km a obihd kolem Slunce
po kruhové draze s polomérem a, = (2,24 + 0,18) au. Neptun ma pramér Dy = 49530km a je od
Zemé v opozici vzdaleny ry = 29,07 au. Predpokladejte, ze zakryt je centralni, neboli Ze uprostied
zakrytu se pozorovatel nachazi na jedné piimce se stredem planetky a disku Neptunu. Urcete celko-
vou dobu T trvani zékrytu (od prvniho do posledniho kontaktu) a jeji nejistotu. Vysledky zapiste
¢iselné v sekundéach. Zemé se v okamziku pozorovani nachazi ve vzdalenosti az = 1,00 au od Slunce.

Néapovéda: Relativni nejistota n-té mocniny veli¢iny je |n|-ndsobek relativni nejistoty dané velic¢iny.

Dobu trvani prechodu planetky pres disk Neptunu spocitame z tthlovych rychlosti pohybu
planetky a Neptunu po obloze. Ze zadani mame uvazovat zjednoduseni, ze obézné drahy
Zemé, planetky i Neptunu lezi v jedné roviné. Déle bylo feceno, ze planetka obiha Slunce
po kruhové draze. Kvili nizkym excentricitam obéznych drah Zemé a Neptunu budeme
uvazovat, ze i tyto planety obihajé Slunce po kruhovych drahéch. Taktéz budeme predpo-
kladat, ze planetka obiha Slunce ve stejném sméru jako Zemé a Neptun. To sice v zadani
nebylo explicitné feceno, ale vSechna télesa ve Slunecni soustavé vznikla z mracna plynu
a prachu rotujictho okolo rodiciho se Slunce. Podle velikosti poloosy a, = 2,24(18) au se
planetka nachézi v pasu planetek mezi Marsem a Jupiterem. Tam vSechny planetky obi-
haji Slunce ve stejném sméru jako hlavni planety. Ani jednotlivé srazky mezi planetkami
totiz nemivaji dostatek energie, aby obratily smér orbity.

Obézné rychlosti Zemé, planetky a Neptunu jsou po fadé

Vg = ,/GM@ —=929,80km - s,
az,
GM

vp = | —2 =19,91km - s~}
Qp

o = 4/ GMo —543km - s,
a7z + N

kde G = 6,673-10~ " N-kg™%-m? je gravitacn{ kontanta a M = 1,99-10%° kg je hmotnost
Slunce, jejichz hodnoty jsme ziskali z tabulky konstant. Uhlova rychlost planetky po
obloze z pro pozorovatele na Zemi je

Y27 % _ 533.10 % rad - s~

(“‘I) Z
)

a uhlova rychlost Neptunu po obloze je

Uz — UN

=561-10"%rad -s7t.
N

Obé dvé télesa se pohybuji v zdporném smeéru ekliptikalni délky, pricemz planetka se po
obloze pohybuje rychleji.
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Nyni se zamyslime, co se musi stat béhem prechodu planetky pres kotoucek Neptunu
trvajicitho zatim nezndmy c¢as T'. Neptun po obloze urazi tihel

On = wnzT,
zatimco planetka urazi vzdalenost
Gp = wp’zT,

pricemz musi platit
9N+pN+pp:9p.
Zde px a pp jsou thlové pruméry Neptunu a planetky pii pohledu ze Zemé

D
pn = —~ =1,14 - 10 % rad,
N
_ e =1,06(18) - 10 % rad
pp ’ ( ) rad.
ap — agz

Dobu trvani prechodu muzeme spojenim vyse zminénych rovnic odvodit jako

wnzT + px + pp = wp 2T,
PN T pp PN
Wp,z — WN,Z Wp,z — WN,Z

)

T —

= 2395,

kde v posledni dpravé jsme zanedbali thlovy primeér planetky p, < pn.
Abychom vsak spravné spocitali nejistotu délky trvani zédkrytu, musime vztah pro T
vyjadrit pomoci pivodnich veli¢in ze zadani D, a a,

PN

T=——"——
Wpz — WN,Z

Vsimnéme si, Ze jediny clen zavisejici na velké poloose a;, je thlova rychlost wy, 7. Pri-
mér planetky D, pak nikde nevystupuje, nebot jsme jej zanedbali. Oznacme absolutni
nejistotu thlové rychlosti wy, 7 jako Aw, z. Absolutni nejistota jmenovatele zlomku je

A(wpz — wsz) = Awpyz.

Relativni nejistota doby trvani prechodu je stejna jako relativni nejistota jmenovatele

oT= 7 =9 ( : > = d(wp,z —wWNz) = Blups —wnz) __ Bps . (1)

T Wp 7 — WN,Z Wpz — WN,Z Wpz — WNZ

Nyni musime vyjadrit thlovou rychlost w7z pomoci velké poloosy a,, abychom mohli
spocitat nejistotu Awy, 7

Yo 1
Uz — Up az GM®1_ Vo
p7 3
ap — ag ap — ag \/ az — a; «oa—1
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Lépe se nam bude pracovat s pomérem « velkych poloos Zemé a planetky, ktery mizeme
snadno spocitat i s jeho nejistotou

a =" =224(18).
az,

Vyraz muzeme dale upravit tak, aby se a vyskytovala pouze ve jmenovateli

y GM, J=(Wa-1) GM, 1 GM, 1
Pz = = =

G (Va+rDva-1) | @ vava+D) \ o a+va

Jak bylo feceno v ndpovédé, relativni nejistota n-té mocniny velic¢iny je rovna |n|-ndsobku
relativni nejistoty oné velic¢iny. Relativni nejistota odmocniny z « je tedy

Ao 1 1 1 Aa
— — 2 = 28y = ———
5(v/ar) = \/a—5<04 )—25a—2a. (2)
Absolutni nejistota jmenovatele zlomku je prostym souctem nejistot jednotlivych sci-
tanci, protoze nejsou nezavislé

1 Aa
A(Oé+\/a>:AOZ+A\/_:AQ+§ﬁ,

kde jsme za Ay/a dosadili z rovnice (2). Relativni nejistota thlové rychlosti wy, 7 je stejnd
jako relativni nejistota zlomku

Aw 1 Ao+« AOML;%
(5wp7Z: pyZZ(s(Qé_F\/a):é‘(a‘l‘\/a): 24_\/\/&_): a+\2/é/>:6,4%

Tento vysledek mizeme dosadit do rovnice (1), abychom spocitali absolutni nejistotu
délky prechodu

A 5 T Ao + 1%
AT = T6T = T—=502  _ p 207~ o7 2Va _q7g
Wpz —WNzZ — Wpz —WNz Wz —WNz a+a

Ptechod planetky pres kotoucek Neptunu trval 239(17) s.
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Dlouhé tlohy

E Radiovy Saturn

(maz. 20 bodi)

V této tloze odhadnete monochromaticky zativy tok @, na frekvenci v = 300 GHz, ktery na Zemi
zaznamename v dusledku tepelného zateni Saturnovych prstenci. Rovnéz uvazujte, ze ¢astice pra-
chu maji na dané frekvenci Bondovo albedo Ag = 0,5 a Ze prstenec je dostatecné tenky na to, aby
byl jako celek v termodynamické rovnovaze. Bude nas zajimat pouze tepelné zareni emitované pra-
chem v prstenci, odrazené (rozptylené) zareni neuvazujte. V celé uloze predpokladejte, Ze pozorovani
vykonavame v okamziku, kdy vzdédlenost Saturnu od Zemé dosahuje minimalni hodnoty d = 8 au.

Obrazek 3: Saturn v milimetrovém oboru. Obréazek je uveden pro ilustraci a neni potieba k vyfeseni tlohy.

a) Spocitejte teplotu T' (Ciselné v K), na které se ustali ¢astice prachu v prstenci Saturnu. [2,5 b]

Miizeme psat rovnici radiac¢ni rovnovahy ve tvaru

lau\?

ke () (1 — Ag) 7r?® = 4nr?oT?,
do

kde kg je slunecni konstanta do = d + 1 au je vzdalenost Saturnu od Slunce (je-li vzda-

lenost Saturnu od Zemé nejmensi, je Saturn v opozici) a r je polomér ¢astice prachu,

ktery se ovsem vykrati. Pti dosazeni vzdalenosti d., = 9au Saturnu od Slunce a sluneéni
konstanty ko = 1366 W - m~2 dostaneme

_ 2
oy ko(1 AB)<1au> LTS K
40' d@

Rovnice prenosu zareni iika, ze pii pruchodu vrstvou prostiedi o tloustce As se monochromaticka
intenzita I, zareni (veli¢ina udévajici emitovanou spektralni hustotu zafivého toku vztazenou na
jednotku prostorového tihlu pokrytého zdrojem) zméni o

AIV = (i_y - l/> Oky AS: (3)

v
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kde j, je emisni koeficient na jednotku hmotnosti prostiedi a o je hustota prostredi. V celé tloze
predpokladame, ze prach v prstencich je v lokalni termodynamické rovnovaze. Plati tedy Kirchhoffav
zakon ve tvaru

¥ 2kpT?
Jv _ g, ATV
Ky c

, (4)

kde kg je Boltzmannova konstanta, ¢ je rychlost svétla ve vakuu a Planckovu funkci B, jsme apro-
ximovali pomoci Rayleighova-Jeansova zakona.

Budeme nejprve predpokladat, ze prostredi prstence je opticky tenké, tedy zZe energie vyzarena c¢as-
ticemi prachu v prstenci neni v samotném prstenci pohlcena. To znamena, ze budeme zanedbéavat
druhy (absorpéni) ¢len na pravé strané rovnice prenosu zafeni (3). Za tohoto predpokladu se rovnice
prenosu zareni redukuje na tvar

2kpT1?
Al uin = By ok, As = Z2- 2 o, As. (5)
C

Budeme uvazovat, ze veli¢iny g, k, a T jsou na priifezu prstence konstantni.

b) Napiste obecny vztah pro monochromatickou intenzitu I, tnin tepelného zareni emitovaného ve
sméru kolmo na prstenec za predpokladu opticky tenkého rezimu. Vysledek vyjadrete pomoci kg, T,
v, ¢, o, K, a tloustky D prstence. [1b]

Pouzitim rovnice prenosu zareni zjistime, Ze podél prirezu prstence se intenzita I, ihin
emitovana smérem k pozorovateli kolmo na rovinu prstence vlivem termalni emise pra-
chovych ¢astic zméni z 0 (na opacné strané prstence odvracené od pozorovatele) az na

2kpgTv?
]V,thin - BV QRVD = BiQVQ/iVD .
C

Monochromatickou intenzitu I, mizeme obecné prepocitat na pozorovany monochromaticky zarivy
tok @, (vykon dopadajici na jednotku plochy na dané frekvenci) pomoci vztahu

o, ~1,AQ,

kde AQ je prostorovy thel (ve steradidnech), ktery zdroj pokryva na obloze. Uvazujeme AQ < 1.
Predpokladejte, ze celkova hmotnost slozky prachu v prstenci, ktera nejvice prispiva k pozorovanému
zéfeni, je rovna 2,1 - 10" kg. Tento prach m4 na zadané frekvenci v = 300 GHz monochromatickou
opacitu s, = 1cm? - g7t

c) Spoditejte monochromaticky tok @, ¢hin z celého prstence pozorovany ze Zemé za predpokladu
opticky tenkého rezimu. Dikladné vysvétlete, proc je v opticky tenkém pripadé vysledny tok nezavisly
na sklonu roviny prstenct vici pozorovateli. Vysledek uvedte obecné pomoci M, k., kg, T, v, d, ¢ a
¢iselné v jednotkach jansky, kde 1Jy = 1072 W-m~2 - Hz~!. [3 b]

Oznacime-li jako A plochu prstenci a jako 6 sklon roviny Saturnovych prstenca vuci
zornému paprsku, mizeme psat
Asinf

AQ =
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Zaroven si ale musime uvédomit, ze tok detekovany na Zemi prosel tlustsi vrstvou prs-
tence, nez kdybychom ho mérili ve sméru kolmém na rovinu prstencti. Dle zadéani budeme
predpokladat, ze tato vrstva byla opticky tenka. Musime pak psat

D
]V,thin - BVQK‘I/ . .
sin 6
Celkem pak mame
Asin 6 D (0AD)k,B, Mgk,B, Mk, 2kgTV?* .
v,thin — — ;5 Duv v . - = = =3160Jy.
i 2 Ging & & 2 2 Y

Vidime, ze zavislost na sklonu 6 roviny prstencti vici zornému paprsku se ve vysledném
vztahu vykratila.

Nyni zkusime modelovat prstence Saturnu jako opticky tlusty zari¢. V takovém rezimu pii prichodu
vrstvou As prostiedi prstence nastava rovnovaha mezi emitovanym a absorbovanym zarenim, neboli
Al, = 0. Z pravé strany rovnice prenosu zareni (3) a Kirchhoffova zdkona (4) pak plyne, Ze mo-
nochromatickou intenzitu emitovanou povrchem prstence pokladame primo do rovnosti s Planckovou
funkci, tedy

Iu,thick = Bll . (6)

Pro B, budeme nadale pouzivat Rayleighovu-Jeansovu aproximaci. V nasledujicich tkolech uvazujte
vnitini polomér prstenctt Ry, = 67000 km, vnéjsi polomér Ry, = 140000 km a sklon ¢ = 27° roviny
prstenct vuci ekliptice.

d) Za predpokladu opticky tlustého rezimu vypoctéte maximalni hodnotu monochromatického toku
D, thick, ktery miizeme od Saturnu v pribéhu ¢asu pozorovat. Vysledek uvedte obecné pomoci kg, T,
v, d, ¢, Rin, Rout, @ a Ciselné v Jy. [3 b]

Je-li prstenec opticky tlusté prostiedi, namérime tok

Asin@ B Asin @ 2kgTv?

(I)u,thick - By 2 2 2

Abychom maximalizovali @, shick, musime maximalizovat 6, tedy polozit § =i (vzdéalenost
d jiz. uvazujeme minimélni). Dostaneme pak maximélni zarivy tok

7(R?

2 . .
out out Rin) S 7

d? Y c? d?

— R2)sini B _ 2kpTv? w(R?

q)u,thick,max - = 3250 Jy .

To je hodnota podobna té, ktera nam vysla v predchozi c¢asti za predpokladu opticky
tenkého rezimu. Jak ale brzy uvidime, ani jeden z téchto vysledkii neni blizky spravné
hodnoté.

Zkusme nyni rozhodnout, ktery ze dvou vyse uvazovanych rezimu se ve skutecnosti realizuje. Krité-
rium muzeme formulovat pomoci bezrozmérové optické tloustky

T = 0Kk, As, (7)
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prislusejici draze As, kterou zareni urazilo v prostiedi prstence. Pokud 7 splnuje 7 < 1, jedna se
o opticky tenké prostredi, v pripadé 7 > 1 mame naopak opticky tlusty rezim.

e) Urcete minimalni optickou tloustku 7, prstence Saturnu pozorovanou ze Zemé v pribéhu casu.
Vysledek vyjadiete obecné pomoci toku @, hin a Py thick, které jste ziskali v ¢astech ¢) a d). Napiste
rovnéz ¢iselnou hodnotu Tyy. [2,5 b]

Optickou tloustku prstence podél zorného paprsku miizeme obecné vyjadrit jako

D
T = 0Ky — .
" sin@
Zaroven si vzpomeneme na obecné vztahy

Asin @ D
(I)V,thin = 2 Bu ORy ing’

Asin @
(I)l/,thick = 2 v

pro @, thin a Py tnick 0dvozené v castech c) a d). Odtud muzeme odecist vztah

q)u,thin

D, thick
V konfiguraci s maximalni hodnotou @, shick (thel § = i) dostaneme ¢iselné

3160 Jy
min = 5o — 0797
Tmin = 3940 Jy

Na zakladé vasich vysledkl byste méli usoudit, ze pri pohledu ze Zemé opticky tenky rezim nikdy ne-
nastava. Konfiguraci uvazované v ¢asti e) (minimalni pozorovana optickd tloustka) navic neodpovida
ani opticky tenky ani opticky tlusty rezim, nebot 7 vyslo v fadu nizkych jednotek.

Pro obecné hodnoty 7, které interpoluji mezi opticky tenkym a opticky tlustym rezimem, musime
rovnici zarivého prenosu (3) integrovat. Dostali bychom pak spravny vztah

I(r)=B,(1-¢7) (8)

pro monochromatickou intenzitu I,,(7) emitovanou prstencem smérem k pozorovateli v zévislosti na
optické tloustce T prstence podél paprsku.

f) Ukazte, ze pro 7 < 1, resp. 7 > 1 ze vztahu (8) skute¢né dostavame vysledek pro intenzitu I, tnin
v opticky tenkém rezimu odvozeny v ¢asti b), resp. vztah (6) pro intenzitu I, thic v opticky tlustém
rezimu. [1,5 b]
Napovéda: Muze se vam hodit priblizny vztah e ~ 1 + z, ktery plati pro = < 1.
V opticky tlustém rezimu 7 > 1 muzeme exponencidlu e~7 ve vztahu (8) bezpecné
zanedbat a dostavame vztah (6) pro I, inik. Naopak v opticky tenkém rezimu 7 < 1

muzeme aproximovat
e 'Tx~1l—1T,

a tedy
B,(1-e¢")~B,(1-147)=B,7,

odkud po dosazeni za 7 z definice (7) dostaneme vztah pro I, ini, odvozeny v ¢ésti b).
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g) Vypoctéte skutetnou maximalni hodnotu monochromatického toku @, termdalniho zareni Saturno-
vych prstenci (¢iselné v Jy), kterou v pritbéhu ¢asu mizeme na Zemi namérit. Porovnejte s vysledky
¢asti ¢) a d). [3b]

Népovéda: Funkce f(x) = (1 —e™*)/x je na intervalu = € (0, 00) striktné klesajici.

Vsimnéme si, ze mizeme psat

K, D
sing = &
T

Obecné tedy mizeme naméreny zarivy tok &, zapsat jako funkci 7 pomoci vztahu

Asinf (ADo)k, , 1—e 7 l1—e7
(I)uziBu 1—e7)= Bz/ :cbu in— >
d? ( ) d? T ot T
kde @, hin je konstantni hodnota vypoctend v ¢asti c). Jelikoz je funkce % pro fyzi-

kalni hodnoty 7 striktné klesajici, ziskdme maximalni hodnotu monochromatického toku
dosazenim hodnoty 7y, kterou jsme urcili v ¢asti e). Dostaneme
1 _ e_Tmin )
CI>1/,max = (Du7thin — =2020 Jy .
Tmin

Spravnym TeSenim rovnice prenosu zareni jsme tedy dostali hodnotu podstatné nizsi, nez
pouzitim aproximaci v ¢astech ¢) a d), které byly platné pouze v opticky tenkém, resp.
opticky tlustém rezimu.

V posledni ¢asti ulohy se podivame na radiové zareni prichazejici ze samotného kotoucku planety
Saturn na stejné frekvenci. Predpokladejte, ze termalni emise zde probiha v opticky tlustém re-
zimu. Uvazujte, Zze od kotoucku planety Saturn mizeme ve vzdélenosti d = 8au namérit celkovy
monochromaticky tok ®, g = 2900 Jy. Stinéni disku prstenci zanedbejte. Polomér planety Saturn je
Rg = 58232 km.

h) Urcete jasovou teplotu Tg), disku Saturnu (¢iselné v K), tedy teplotu vypoctenou na zékladé
piedpokladu, Ze veskery pozorovany tok ®,g je termalniho ptivodu. Urcete rovnéz ocekavanou rov-
novaznou teplotu povrchu Saturnu Ts . (vypoctenou za predpokladu, ze Saturn nedisponuje zadnymi
vnitifnimi zdroji energie). Predpokladejte Bondovo albedo Saturnu Ags = 0,35. Hodnoty Ts, a Ts
porovnejte a diskutujte puvod piipadného nesouladu. [3,5 b]

Ze vztahu
WR% _ QkBTS’bVQ WR%

d? c? d?
pro monochromaticky tok ®,g, ktery plati v opticky tlustém rezimu, mizeme vyjadrit
jasovou teplotu Tg}, povrchu Saturnu jako

(I)V,S - BV

2 d?

Ty = —— 2
P Okpr? TR

®,5 = 140K .

Za predpokladu absence vnitinich zdroji energie pisSeme pro Saturn radiac¢ni rovnovahu
ve tvaru

1 2
ke (da®u> (1 - Agg) mRE = 4nRE 0Ty, ,
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odkud muzeme vyjadrit

_ 2
T, = J Eo(l AB)<1au> L 83K
’ 40' d@

Vidime, ze rovnovazna teplota vysla podstatné nizsi nez jasova teplota. Toto miize nastat
z nekolika dtvodi.

1. Rovnovazna teplota muze byt nizsi nez skutecnd efektivni teplota Saturnu, pro-
toze mohou byt pritomny vnitini zdroje energie, jako napriklad gravita¢ni kontrakce
(ukazuje se, ze toto je skuteéné jeden z prispivajicich faktort).

2. Jasova teplota je vypoctena z celkového pozorovaného toku. Ten ovSem obsahuje
i netermalni slozky, jako naptiklad odrazeny tok, nebo cyklotronovou emisi nabitych
castic uvéznénych v magnetosfére planety.

3. Termalni slozka pozorovaného radiového toku muze pochazet z hlubsich vrstev at-
mosféry, kde je vyssi teplota.

F Sachstiv—Wolfetv jev

(maz. 20 bodi)

V této uloze prozkoumame vliv struktur ve vesmiru na kosmické mikrovinné pozadi. Konkrétné se
zamérime na posun vlnovych délek fotonit CMB pfi priichodu gravitacnim polem zarodku velkoska-
lovych utvart ve velmi raném vesmiru. Dusledky tohoto posunu (mluvime o tzv. Sachsové-Wolfeové
jevu) se primo projevuji jako prispévky k anizotropiim v pozorované teploté CMB — viz obrazek 4.
Uvidime, ze méteni velikosti téchto anizotropii ndm prozradi nékteré zajimavé informace o struktute
hmoty a zdkonech fyziky v raném vesmiru.

Obrazek 4: Celooblohovd mapa anizotropii teploty reliktniho zafeni pofizena druzici PLANCK. Cervend
barva znaci oblasti s vyssi teplotou, modréa barva naopak oblasti s nizsi teplotou. Velikost téchto fluktuaci

je radove 10 uK okolo stiedni honoty T =~ 2,73 K.
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Obecné lze Tici, ze fotony unikajici z gravitacniho pole ztraci energii — dochazi u nich ke gravitacnimu
cervenému posuvu. Vinova délka fotonu se béhem pfresunu z bodu s gravitacnim potencidlem &, do
bodu s gravitacnim potencidlem ® zméni z hodnoty A\g na hodnotu A, kde podil A a \g lze ziskat ze
vztahu

N a2 (9)

Pfredpokladdme ® < ¢%. Rozdily v hodnoté gravitacniho potencidlu rovnéz vedou k odli$nému vni-
mani ¢asu riznymi pozorovateli: naméri-li pozorovatel v misté s gravitacnim potencialem &, céasovy
interval Aty, potom plati

At b — P,

— 1+
Ato 2

, (10)

kde At je odpovidajici ¢asovy interval, ktery naméril pozorovatel v misté s potencidlem ®.

Vesmir je na velkych skdldch homogenni a izotropni s primérnou hustotou p,, hmoty (temné a ba-
ryonové). Na mensich skdlach pozorujeme v rozlozeni hmoty nehomogenity. Hustotu p,, hmoty tedy
muzeme obecné zapsat jako pn = pm + 0pm, kde dpy, je odchylka, kterd zavisi na poloze. K popisu
nehomogenit je vyhodné zavést bezrozmérovou veli¢inu

b = 20 (11)
Pm
které rikame hustotni kontrast. V této 1iloze budeme nehomogenity pro jednoduchost modelovat jako
sférické oblasti o poloméru R s homogenni hustotou py, + dpm > pm, které existuji v rdmci okolniho
homogenniho a izotropniho vesmiru o hustoté p,,. Budeme se pohybovat vyhradné v tzv. linearnim
rezimu, ve kterém plati |dpn| < |pm| a tedy o < 1.

Prenesme se nyni do vztazné soustavy, jejiz pocatek umistime do stiedu sférické oblasti s homogenni
nadhustotou dp,,. Ozna¢me jako r vzdalenost mérenou od stiedu oblasti. Pro nalezeni gravitacniho
potencidlu ®(r) zpusobeného sférickou nadhustotou dp,, miuzeme vyuzit faktu, ze v pripadé sférického
rozlozeni hmoty prispiva do vypoctu gravitacni sily ptisobici na testovaci téleso umisténé na poloméru
r pouze hmota, kterd se nachazi na polomérech mensich nez r. Tato hmota se potom chova, jako
bychom ji stlacili do hmotného bodu umisténého v pocatku. Potencidl ®(r) i odpovidajici gravitaéni
sila musi byt navic spojité funkce pro vsechna 7.

S vyuzitim téchto informaci bychom mohli odvodit, ze vné sférické oblasti nadhustoty (tedy pro
r > R) lze pro potencidl ®(r) psat vztah

4
O(r) = —§7TGR2 _mémf : (r > R) (12)

zatimco uvnitr oblasti nadhustoty (pro r < R) bychom pro potencidl dostali vztah

O(r) = 27GR? prOm (3:;2 — 1) . (r<R) (13)

a) Napiste vztah pro hloubku AP = &(co) —P(0) potencidlové jamy generované homogenni sférickou
nadhustotou (vyjadiete pomoci G, 0, pm, R). [1,5 b]
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Dosazenim r = 0 dostaneme

®(0) = B = 271G R? 5o,

Jelikoz nas potenciél spliuje asymptotickou podminku ®(co) = 0, mizeme pro hloubku
potencialu psat

AD =0 — (—20GR?prn0m) = 277G R? PO, - (14)

b) Nacrtnéte graf potencidlu ®(r) v zavislosti na r pro vsechna r > 0. Do vaseho grafu zietelné
vyznacte okraj r = R oblasti nadhustoty, hodnotu potencidlu v tomto bodé, a také minimum gravi-
tacniho potencidlu (dno jamy). [3 b]

Pozadovany graf vidime na obrazku 5.

O(r) r=-+R

®(R) = —37GR*ppbr

Obrazek 5: Graf gravita¢ni potencidlové jamy (tedy zavislosti ®(r) na r) zpusobené oblasti homo-
genni sférické nadhustoty dp,, o poloméru R (Seda oblast).

Zamérme se nyni na nehomogenity, které ve vesmiru existovaly v obdobi vzniku CMB, tedy v oka-
mziku oddéleni reliktniho zareni od hmoty. V néasledujicich tkolech miizete predpokladat, ze nas
vesmir je pfesné plochy, ze sou¢asné stfedni teplota CMB je rovna Ty = 2,73 K, Ze kosmologicky &er-
veny posuv odpovidajici epose vzniku CMB je z = 1090, ze souc¢asna hodnota Hubbleova-Lemaitreova
parametru je Hy = 67,4km - s~ - Mpc™! a Ze soucasny podil hustoty hmoty na celkové hustoté latky
ve vesmiru je {2, o = 0,315.

c) Vypoctéte hustotu p,, hmoty ve vesmiru (éiselné v kg - m—3) v obdobi vzniku CMB. [2,5 b]

Jelikoz je nas vesmir plochy, je celkova hustota py latky ve vesmiru rovnd jeho kritické
hustoté, tedy

_ 3HZ
Po = 8tG
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Odtud dostavame soucasnou hustotu hmoty ve vesmiru jako

3H?
Om,0 = Qm o = —— m
Pm,0 ,000 8iC 0

a nasledné hustotu p,, hmoty v obdobi vzniku CMB

3H?
pm = Pmo(l+2)° = 7601 Qo (1+2)°=3,5-10" kg - m™>.
s

Zkusme nyni analyzovat vztah mezi hustotnimi fluktuacemi d,, v obdobi vzniku CMB a pozorovanymi
teplotnimi anizotropiemi CMB na rtuznych thlovych skaldch. Pozorované spektrum fluktuaci (velikost
teplotni fluktuace v zavislosti na jeji thlové velikosti) muzeme vidét na obrazku 6.

Angular scale
90°  18° 1° 0.2° 0.1° 0.07°

6000 |

5000

— 4000 |

K2

= 3000 |

Dy

2000 |

1000 |

2 10 50 500 1000 1500 2000 2500
Multipole moment, ¢

Obrazek 6: Pozorované spektrum anizotropii CMB (data z mise PLANCK). Veli¢ina zobrazend na verti-
kélni ose muze byt velmi zjednoduSené chdpana jako kvadrat velikosti 61" pozorované teplotni fluktuace. Na
horizontaln{ ose (na svrchni hrané grafu) je vynesena tihlova velikost fluktuaci na obloze.

Za prvé, za predpokladu adiabaticity poruch rozpinani vesmiru miizeme oblasti s nadhustotou cha-
pat jako bubliny prostorocasu, kde vyvoj vesmiru mirné zaostava oproti okoli: jako by oblasti s
malou nadhustotou dp,, byly charakterizovany ,starsim* skélovacim faktorem a — da namisto a, kde
odchylku 0 < da < 1 volime tak, aby platilo

ﬁm + 5pm = ﬁm,O (CL - 5&)73 )
zatimco py, = pmo a3, Jelikoz mél vesmir pri mensich skélovacich faktorech vyssi teplotu, dostéavame

takto kladny pifspévek 6T, do rozdilu teploty latky v oblasti nadhustoty oproti teploté T' latky
v okolnim vesmiru.
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d) Ukazte, zZe lze psat priblizny vztah

o7, 1
2d =0
T 3
mezi adiabatickou fluktuaci 67,4 teploty CMB, stiedni teplotou T reliktniho zafeni v obdobi jeho
vzniku a hustotnim kontrastem d,,. Mtze se vam hodit, ze (1 + z)? =~ 1 + pz pro = < 1. [2b]

Interpretujeme-li adiabatické fluktuace jako oblasti vesmiru s opozdénym vyvojem, mii-
zeme psat

14 6, =

b+ 0pm  Pmo (@ — da)™3 day 3 5
Puo 0P _ Pmoa ? :(1—a) ~1+328
Pm Pm,0 A" a

5Tad
+ — = =
T T Toa—1

Porovnanim tedy dostaneme

1

Zéroveti pro teplotu T + 6T, téchto fluktuaci mame
T + 6T, To(a — da)~? da\ ~t 0
_ T+ 0T _ Tola—da) :(1—a) SEE

(STad -~ oa

T " a

1
~ —Op, -
3

Toto ovsem neni jediny efekt, ktery prispiva do teplotnich fluktuaci CMB: pritomnost nadhustoty
rovnéz zpusobuje lokalni zpomaleni toku (kosmologického) ¢asu v dusledku gravitacni dilatace dle
vztahu (10) vyse. To vede k dalsimu zaostavani ve vyvoji oblasti nadhustoty ve srovnani s okolim,
a tedy k dalsimu kladnému prispévku 67Ty; do rozdilu teploty oblasti nadhustoty oproti okoli. V na-
sledujicich tkolech uvazujte, ze rozpinani vesmiru bylo v obdobi vzniku CMB dominovano hmotou,
platilo tedy a(t) oc t2/3.
e) Ukazte, ze muzeme psat priblizny vztah

0Tan _ 2AD

T 32

kde A® je hloubka gravitacni potencidlové jamy, kterd je zpusobena oblasti nadhustoty. [2,5 b]

Uvazujme jednoho pozorovatele daleko od jamy (,,v nekonecnu®) a druhého pozorovatele
uprostied jamy. Ten pocifuje gravitacni potencial, ktery je o A® mensi, nez gravitacni
potencial pozorovatele v nekoneénu. Za cas t se tedy kosmologické hodinky pozorova-
tele v jamé zpomali vzhledem ke kosmologickym hodinkam pozorovatele v nekonecnu
o hodnotu ¢, kterd dle vztahu (10) spliuje

ot t—ot A
l—-—=—=~1-—.
t t c?
To ma za nasledek, ze pozorovatel v jamé pocituje skdlovaci faktor a — da (kde a je
skalovaci faktor pozorovatelé mimo jamu), ktery spliuje

| da_a—da _ <t—6t)§: (1_&>§z1_25t:1_2m.
a a t t
Pouzitim jednoho z vysledkti predchozi ¢asti pak dostaneme
0Ty da  2AP
T a3
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Konecné, vnéjsi pozorovatel ziskava informaci o teploté v oblasti nadhustoty skrze fotony, které z ni
vyletuji. Jak jiz bylo popsano v ivodu tlohy, tyto fotony podléhaji gravitacnimu ¢ervenému posuvu.
Vnéjsi pozorovatel toto interpretuje jako zaporny prispévek 07T,.q do celkové teplotni fluktuace oblasti
nadhustoty ve srovnani s okolim.

f) Ukazte, ze ptiblizné plati
0Trea AP
T = 2
Napiste rovnéz vztah pro celkovou teplotni fluktuaci 61 = 0T,q + 6T qs + 0T req v dusledku pritomnosti
oblasti nadhustoty pomoci T, G, R, pm, om a c. [3,5b]

Pokud byly fotony ze stredu jamy termalné emitovany s rozdélenim, které mélo maximum
na vinové délce A, registruje pozorovatel v nekonecnu tyto fotony s rozdélenim, které ma
maximum na vinové délce A + d\, kde podle vztahu (9) piseme

oA A+0N AD

1+

1 —_—
+)\ A c?

Pozorovatel v nekonecnu tedy zjisti, Ze maximum A\ termalniho vyzarovani oblasti nad-
hustoty je cervené posunuto o kladnou hodnotu d . Toto dle Wienova zakona interpretuje
jako posun efektivni teploty oblasti nadhustoty o zdpornou hodnotu §7;.q. Wientiv zakon
pritom muzeme zapsat ve tvaru

T+ 6Tea A
T  A+06\]

tedy

0T ved oA\ ! oA
1 =— = 1+ — ~1——.
7 ( N A) )

Dostaneme pak

0Tea . 0N AD
TSN T
Celkoveé muzeme pro fluktuaci 07" teploty CMB v dusledku pritomnosti oblasti nadhustoty
psat vztah

T 1 AD 1 2rGR%p
TP PR v ’
T 3< c? 3 c? (15)
Césteénému piispévku
0Tsw  0Tan+0Tea = 1AP

T T T3
do teplotni fluktuace, ktery zahrnuje vsechny ¢leny explicitné zavisejici na poloméru R oblasti nad-
hustoty, ikdme obycejny Sachsiiv-Wolfetiv jev.! Z vaseho vysledku v ¢asti f) by mélo byt patrné, Ze
pro dostatecné malé hodnoty R je vysledna teplotni fluktuace dominovana adiabatickym prispévkem
0T,q, zatimco pro velké hodnoty R prevazuje prispévek 6Tsw Sachsova-Wolfeova jevu.

1V literatufe se rovnéz setkdme s tzv. integrovanym Sachsovym-Wolfeovym jevem, kterym se oviem v této tiloze
zabyvat nebudeme.
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g) Urcete kritickou hodnotu R poloméru oblasti nadhustoty v obdobi vzniku CMB (¢iselné v kpc),
pro kterou je prispévek 67,4 do celkové teplotni fluktuace srovnatelny s prispévkem 675w Sachsova-
Wolfeova jevu. Jakému thlovému poloméru agy fluktuace by tato hodnota odpovidala na dnesni
obloze? Diskutujte, jak je hodnota R vztazena k poloméru ¢/H Hubbleovy sféry v obdobi rekom-
binace. [3 b]

Napovéda: Prepocet linearnich vzdalenosti na tithlové je pro velké cervené posuvy velmi komplikovany:
pro z > 1 jiz nelze naivné pouzit Hubbletv zakon pro vypocet vzdalenosti a do hry vstupuji detaily
modelu rozpinani, ktery uvazujeme. Miizete misto toho vyuzit znamého faktu, ze tzv. sound horizon
v okamziku oddéleni zareni CMB od hmoty, ktery ma linearni velikost 133 kpc, odpovida na dnesni
obloze thlové vzdélenosti 0,6°.

Ze vztahu (15) vidime, zZe

2
Rcri — — = 254k . 16

‘ 271G py pe (16)

To na obloze odpovida oblasti o thlovém poloméru gy = % -0,6° = 1,1°. Pokud

oznac¢ime jako €, ~ 1 podil hmoty na celkové hustoté latky ve vesmiru v okamziku
vzniku CMB, potom muzeme vztah (16) prepsat do tvaru

2c | 1
Rcrit_ﬁ ﬁ

Hodnota R, se tedy fadove shoduje s polomérem Hubbleovy sféry v obdobi rekombinace.

Poznamka: Miizeme tedy rict, zZe teplotni fluktuace CMB jsou dominovany adiabatickymi
prispévky 0T,q na tzv. subhorizon skalach. Tyto struktury byly v obdobi po skonceni in-
flace v kauzalnim kontaktu a fluktuace pozorované pro a < gy tedy reflektuji vyvoj,
ktery probihal v obdobi baryogeneze, nukleosynteze a pozdéji. Naopak Sachsiiv-Wolfetiv
jev 0Tsw diktuje velikost fluktuaci CMB na tzv. superhorizon skalach. Odpovidajici struk-
tury nebyly od konce obdobi inflace v kauzalnim kontaktu a nijak se tedy od té doby
nevyvijely. Z toho plyne, ze fluktuace CMB pro a > o, nam davaji unikatni informaci
o strukturach, které se zformovaly béhem obdobi inflace.

Jelikoz jsou adiabatické prispévky 0T,q do teplotnich fluktuaci pfimo dané hustotnim kontrastem
0m, muzeme Fict, ze tvar spektra anizotropii CMB na obr. 6 v rezimu a < q je pfimym otiskem
rozdéleni d,,(R) hustotniho kontrastu v zdvislosti na velikosti R oblasti nadhustoty v obdobi vzniku
CMB. Tento rezim mj. zahrnuje tzv. akustické peaky, které mtizeme pozorovat v pravé casti spektra.
Naopak prispévky dTsw Sachsova-Wolfeova jevu (o > aqit) prevazuji v krajni levé ¢asti spektra na
obr. 6, kde pozorujeme priblizné konstantni rozdéleni 7" v zévislosti na ihlové velikosti o (a tedy
i na linearni velikosti R) oblasti nadhustoty.

h) Jakd zavislost d,,(R) hustotniho kontrastu na poloméru R oblasti nadhustoty plyne z dat na obr. 6
v rezimu R > R.i? [2 D]

Pro R > R je celkova teplotni fluktuace 67 dana vztahem

5TT . 271G R?pry

O -
T 3c?
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Ma-li byt 07'/T nezévislé na R (jak plyne z obr. 6), musime pozadovat

om(R) ox R72.

Poznamka: Tomuto rozdéleni hustotniho kontrastu v zavislosti na velikosti R oblasti nad-
hustoty rikame skalové-invariantni spektrum nebo také Harrisonovo-Zeldovicovo spek-
trum. Skélové invariantni se nazyva pravé proto, Ze davéa za vznik Skalové-invariantnim
potencidlovym jdmam: jejich hloubka A® x R?6,,(R) (a tedy i velikost teplotni fluktu-
ace 0Tsw) pro om(R) oc R™2 nezdvisi na R. Jak jsme jiz poznamenali v reseni predchozi
casti, dostali jsme timto primou informaci o spektru hustotnich fluktuaci, které se zfor-
movaly béhem obdobf inflace. Skélovact invariance téchto fluktuaci naznacuje piftomnost
skalovaci symetrie zakonii fyziky v (pred)inflacni fazi vesmiru. Malé odchylky od skdlové-
invariantniho spektra (detailni analyzou dat bychom mohli odhalit, Ze ve skutecnosti na
superhorizon skéaldch mame d,,(R) oc R=37)/2 kde tzv. skaldrni spektralni index n, m4
dle dat z mise PLANCK hodnotu ngs = 0,9649 + 0,0042) poskytuji cenné informace o
mechanismu inflace a o naruseni skalovaci symetrie v raném vesmiru.

Autorem tulohy A je Jindrich Jelinek, autorem tlohy B je Marco Souza de Joode, autorem tlohy C
je Radka Krizova, autorem tlohy D je Marco Souza de Joode, autory tlohy E jsou Marco Souza de
Joode a Jakub Vosmera, autory ulohy F jsou David Komének a Jakub Vosmera.
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