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Teoreticka cast
Kratké ulohy

A Astronomicka jednotka z pozorovani Meésice

(maz. 7 bodi)

Dne 4. kvétna 2025, kdyz se Mésic nachézel presné v prvni ¢tvrti, byla zmétfena jeho elongace jako A =
89°51,2" + 0°0,5’. Vyjadrete stiedni vzdalenost Zemé—Slunce dzs jako nésobek k stfedni vzdalenosti
Mésice od Zemé (dzy) a urcete absolutni nejistotu o tohoto pomeéru.

Napovéda: Relativni nejistota vysledného poméru je v tomto pripadé stejna jako relativni nejistota
veli¢iny 90° — A.

V prvni ¢tvrti je thel Slunce-Mésic—Zemé roven 90°. Pokud by Slunce bylo v nekonecnu,
byl by i thel Slunce-Zemé-Mésic (tedy elongace Mésice) presné 90°. Protoze se vsak
Slunce nachazi v konecné vzdalenosti od Zemé, bude elongace Mésice mensi.

Podle obrazku 1 plati

d
cos A = 22
dzs
Hledany pomér je tedy
dzs 1

Absolutni nejistoty velicin A a 90° — X\ jsou stejné, neboli plati o) = 09go_». Relativni
nejistota je pomér absolutni nejistoty a hodnoty dané veli¢iny, z napovédy tak mame

Ok _ 090°-x

ko 900 — )\

Po dosazeni a zaokrouhleni na jednu platnou ¢islici (jak byva zvykem) vyjde o) = 20.

Vyslednou hodnotu i s nejistotou zapiseme jako dzs = (390 £ 20) dzy. Mésic je tedy
od Zemé asi 390krat dal nez Slunce.

Obrazek 1: Postaveni Zemé, Slunce a Mésice v prvni ¢tvrti.
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Odvozeni vztahu pro nejistoty: Pro nejistotu hledaného poméru plati z Gaussova zdkona
o siteni chyb

ok
O\

sin A sin A cos(90° — \) 5%

= A =k, g T
’ TN ot A A cos AN sin(90° — \) oA tan(90° — \)

Ok:’

Pro malé thly a priblizné plati tan(«) =~ «, takze

Ok O

E 900 — )\~

Pak uz si jen staci uvédomit, ze plati oy = 0ggo_», a dostavame vztah z napovédy.

B Chandrasekharova mez

(mazx. 10 bodi)

Chandrasekharova mez je hrani¢ni hmotnost bilého trpaslika, ktera rozhoduje o (ne)stabilité v tomto
kone¢ném stadiu vyvoje hvézdy. Tuto hmotnost mtizeme radové odhadnout jen ze znalosti zakladnich
fyzikalnich konstant, kterymi jsou redukovans Planckova konstanta h = 1,055 - 10734 J - s, rychlost
svétla ¢ a gravitacni konstanta G, a hmotnosti protonu m,,. Mez lze vyjadrit ve tvaru Mcy, ~ 0,76 -
X -my 2 kde X je vhodnd kombinace mocnin A, ¢ a G. Pomoci rozmérové analyzy najdéte vzorec pro
vypocet Chandrasekharovy meze, vycislete ji a rozhodnéte, zda bude bily trpaslik vznikly ze Slunce
stabilni.

Vzhledem k tomu, zZe presné vime, jaké veli¢iny vystupuji ve vyrazu pro Chandrasekharovu
mez, pouzijeme k nalezeni spravného vzorce rozmérovou analyzu. Chandrasekharova mez
je hmotnost, jeji jednotkou je tedy kilogram. Na pravé strané mame veli¢cinu X, kterou
chceme najit, a tu délime m?. Z¥ejmé tedy chceme, aby [X] = kg®.

Je znamo, ze X sestavime pouze z konstant h, ¢ a G, vypisSme si proto jednotky téchto
konstant a vyjadreme je jako kombinaci pouze jednotek SI.

[A] =J-s=kg -m? s!
[ =m s
[G]=N-m? kg ?=kg ' -m® s?

Napiseme si
pak musi zaroven platit

Dosazenim jednotek mame rovnost

kg® = (kg -m? - s_l)a : (m . s_l)ﬁ . (kg_1 -m? - S_Q)W :
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Umocnime a upravime pomoci pravidel pro nasobeni mocnin se stejnym zakladem a do-
staneme

kg3 — kgaf'y . m2a+6+3'y . S—a—ﬁ—2’y '

Jelikoz v soustavé SI nemtzeme nasobenim zakladnich jednotek mezi sebou ziskat jinou
zakladni jednotku, je rovnost vyse ekvivalentni nasledujici soustaveé rovnic

320{_7)
0=2a+ 3+ 3y,
0=—a—pF3—2y.

Soustavu snadno vyfesime a dostaneme

3 3
o=z, 6257 T="5"

2 2
e 2
c
X=—=] .
Muzeme si vsimnout, ze X je slozena pouze ze zakladnich fyzikalnich konstant A, G' a ¢
a mé jednotku kg®. Jedna se tedy vlastné o t¥eti mocninu Planckovy hmotnosti. Planckovy

veli¢iny jsou totiz takové, které jsou vyjadreny pouze kombinaci zminénych konstant —
jsou jimi kromé hmotnosti napriklad Planckiv ¢as a Planckova délka.

Pak tedy

Kdyz mame vyjadieni pro velicinu X, vyuzijeme informaci v zadani o tom, jak vypada
vzorec pro Chandrasekharovu mez a dostaneme

3

hel? 1

Mey, ~ 0,76 <C> — ~28-10%kg,
G mg

kdy jsme jiz dosadili konkrétni hodnoty konstant.

Jelikoz tato hmotnost je vétsi nez hmotnost Slunce, konkrétné Mcy, &~ 1,41 M, bude bily
trpaslik, ktery vznikne z naseho Slunce, pod touto mezi, a tedy stabilni.

C Na dné pisecné jamky

(maz. 18 bodi)

Larvy mravkolva (rod hmyzu z fadu sitokiidlych) ¢ihaji na korist na dné piseéné jamky ve tvaru
kuzele. Kdyz se neopatrny hmyz, napt. mravenec, dostane k okraji jamky, larva mu pod nohy zacne
hazet sypky pisek, az se skutali az na dno, kde ho larva sezere. Co déla tento dravec ve dne, vsak
patii do biologické olympiady, nas bude zajimat, co miize mravkolev pozorovat v noci.

a) Sypny thel (viz obr. 2) pisku je o = 34°. Jakou ¢ést z celé oblohy v procentech vidi larva ze dna
jamky?[3 b]

Napovéda: Povrch kulové tsece se vypocita jako S = 27rv, kde r je polomér koule, ze které byla
useC vyTiznuta, a v je vyska usece.
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Obrazek 2: Sypny thel suchého pisku.

Larva vidi ze dna jamky z celé oblohy jen kulovou tse¢ od vysky a = 34° nad idealnim
obzorem. Povrch kulové tisece se vypocte jako S, = 27rv, kde r je polomér puvodni koule
a v je vyska usece (viz obr. 3). Vysku v miizeme vyjadrit pomoci uhlu « jako

v=r—rsina=r(l—sina).

Povrch nyn{ bude S, = 277r%(1 — sin ). Povrch celé koule je Sy = 4nr?. Mravkolev tedy
vidi z celé oblohy jen
Sy 2mr*(l—sina) 1—sina

s - =22%.
Sk 47r? 2 %

Obrazek 3: Jamka mravkolva.

b) Mravkolev z Ceského Svycarska (na zemdpisné Sfice ¢ = 50,869°) vidi nad okrajem své jamky
hvézdu vychazet presné na vychodé a zapadat presné na zapadé. Jaka je jeji deklinace 67 Vysledek
uvedte Ciselné ve stupnich. [5 b]

Napovéda: Pro sféricky trojihelnik se stranami o velikostech a, b, ¢ a vnitinimi thly u vrcholt A, B, C
plati sféricka kosinova véta cosa = cosbcosc+ sinbsin ccos A, kde A je tthel u vrcholu protilehlému
ke strané o velikosti a.

Vyjdeme ze sférického trojihelniku zenit—vychazejici hvézda—severni nebesky pol (obr. 4).

Uhel hvézda-—zenit-pél je azimut hvézdy A = 5 a uhlu zenit-pol-hvézda pak odpovida

hodinovy thel mezi vychodem a kulminaci ¢. Vyska hvézdy nad obzorem je vlastné sypny
uhel pisku a. Ze sférické kosinové véty plati

(39 oG -on 5 o -o)on (o
COS B — COS 9 Q| COS 9 (2 S1n B Q) SIn 9 @ | COS s

sind = sinasin g,

d = arcsin (sin asin ) = 25,7°.
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idealni obzor

Obrazek 4: Sféricky trojihelnik zenit-hvézda-pol.

c) Jak dlouho muze tuto hvézdu pres noc pozorovat? Vysledek 7 uvedte ¢iselné v hodinéch. [5 b]

Napovéda: Pro sféricky trojuhelnik se stranami o velikostech a, b, ¢ a vnittnimi thly u vrcholt A, B, C

plati sférickd sinové véta Sind — snB _ sinC

sina sinb sinc °

Ze sférické sinové véty plati

sint ~ sinA
sin (2 —a)  sin(%—0)’

. COS o
sint = ,
cos o
. cosa .
t = arcsin —— = 4" 27™ 465 .
CoS

Celkova doba, jakou je hvézda nad pisecnym obzorem, je oproti tomuto hodinovému thlu
dvojnésobnd (od vychodu do kulminace a od kulminace do zapadu). Mravkolev tedy muze
hvézdu pozorovat po dobu 7 = 2t = 8" 55™ 32%, tedy necelych devét hodin.
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D Mezihvézdny most

(maz. 10 bodi)

Ve vzdalené budoucnosti se lidstvo rozhodlo vyslat sondu ke hvézdé o Cen, kterd se nachazi ve
vzdalenosti d = 1,34 pc od Slunec¢ni soustavy. Pii planovani mise inzenyti narazili na necekany
problém. Sondu jsou schopni vybavit vysilacem (pracujicim na jisté frekvenci v radiovém oboru),
jehoz maximalni vykon je takovy, ze bychom ve vzdalenosti d namérili od sondy monochromaticky
Zarivy tok @, = 0,1pJy = 107 W - m~2 - Hz"!. Na stejné frekvenci od o Cen pozorujeme na Zemi
monochromaticky tok ®s = 1001Jy = 1072 W - m~2 - Hz~!. Minimaln{ pomér hodnot toki @, a P,
abychom na Zemi signél ze sondy rozeznali na pozadi rddiového zafeni od « Cen, je pfitom v = 1072,
Signal ze sondy by tedy byl kompletné prezaren.

Aby problém s ptijmem signalu od sondy vyftesili, rozhodli se inzenyti na primce o Cen—sonda—Zemé
zanechat nékolik retransla¢nich stanic. Kazda z nich disponuje vysilacem o stejném vykonu jako
sonda a prijimacem o stejné citlivosti jako je k dispozici na Zemi. Za predpokladu, ze sonda vysila
signal k Zemi ze vzdélenosti rg = 1au od a Cen a nachazi se na spojnici mezi o Cen a Zemi, urcete
minimalni pocet k retranslacnich stanic potiebny k tspésnému prenosu signalu ze sondy na Zemi.

Oznacme jako r, vzdalenost n-té retranslacni stanice od o Cen. Poradi pocitame smérem
od aCen, plati tedy ro < 11 < r3 < ... (Pro n = 0 identifikujeme sondu ve vzdalenosti
ro = lau od a Cen.) Prvni retranslacni stanice detekuje od sondy tok

d 2
%o =(7 )

™ —To

d 2
b, = c1>s<) .
[

Aby prvni stanice signal od sondy rozlisila, musi platit nerovnost

(I)P’l:q)p( i )227
(I)s,l (I)s r —To

zatimco od hvézdy prijiméa tok

Odtud dostavame podminku

@ —1
< 1— p) )
T1 TQ( ’)/CI)S

Pro vzdalenost n-té retranslacni stanice od a Cen bychom podobné dostali

< <1 y )1 < < <1 o >n
Tn X Thn— - - NN A — B .
' vPs ’ vPs

Chceme-li pocet retranslacnich stanic minimalizovat, musime vsechny nerovnosti saturo-
vat a nahradit je rovnostmi. Zaroven podminka pro tspésnou detekci signalu na Zemi za
pouziti k stanic zni

The1 > d,
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tedy, ze (k + 1)-t4 stanice by byla potfeba az ve vzdalenosti vétsi, nez je vzdalenost Zemé
od a Cen. Mame tedy

d_ N\ k-1
To (1 — D ) > d,

7P
coz nam dava, ze minimalni pocet k retranslacnich stanic je nejmensi celé cislo, které
splnuje
log @
k > —d(b - 1 .
— —~P
log(1 )

Ciselné dostaneme k = 32.

Teoreticka cast
Dlouhé ulohy

E Poyntingiv-Robertsoniv jev

(maz. 20 bodi)

V této tloze se zamérime na tzv. Poyntingtiv-Robertsoniiv jev, ktery popisuje efektivni odporovou
silu ptisobici na télesa pohybujici se v poli zareni.

Uvazujme kulové (sférické) prachové zrnko o poloméru R = 30 ym a hustoté p = 2,5¢ - cm™3 obi-
hajici po kruhové draze o poloméru a = 1au okolo Slunce. Pro jednoduchost predpokladejme, ze
zrnko pohlcuje vsechno svétlo, které na néj dopadne, a pak ho vyzatruje jako absolutné cerné téleso.
Uvazujte, ze ve své klidové soustavé zrnko vyzaruje rovnomérné do vsech sméru (tj. izotropné).

Za téchto predpokladti plisobi dopadajici zafeni na zrnko silou o velikosti
Ffot =
c

ktera pusobi v opacném smeéru, nez ze kterého v klidové soustavé zrnka prilétaji fotony zatreni. Jako S
jsme oznacili obsah prirezu zrnka, ® je vykon dopadajiciho zafeni na jednotku plochy a c¢ je rychlost
svétla.

V prvni ¢4sti tlohy (éasti a), b) a ¢)) pro jednoduchost predpokladejme, ze fotony na zrnko v jeho
klidové soustavé dopadaji presné smérem od Slunce (tj. v radidlnim sméru, kolmo na jeho obéznou

dréhu).

a) Najdéte obecny vztah pro velikost sily Fi, v zdvislosti na R, a, ¢ a na zafivém vykonu Slunce L.
Vypoctéte také ¢iselnou velikost této sily (v N) ptisobici na prachové zrnko. [2 b]

Pro sférické zrnko je obsah prurezu roven obsahu kruhu o poloméru R, tedy
S =7nR*.
Vykon dopadajictho zareni na jednotku plochy ve vzdalenosti a od Slunce zaroven bude

L

dma?

)
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Celkové tedy pro silu dostavame vztah

LR?

Fioi = — .
% 4ea?

Po dosazeni &selnych hodnot vychdzi Fi,, = 1,28 - 10714 N.
Kromé sily zafeni plisobi na c¢astici rovnéz gravitacni sila

GMm

a?

Fgrav = -

9

kde M je hmotnost Slunce, m hmotnost zrnka a G gravitacni konstanta. Celkovou silu F' ptlisobici
na zrnko ve sméru od Slunce pak muzeme zapsat jako

I'Mm

2 J

F:Ffot+Fgrav:_ a

kde I' je koeficient, kterému budeme tikat efektivni gravitacni konstanta a ktery nezavisi na a.
Zavedeni této konstanty nam umoznuje prevést zkoumany systém, v némz piisobi zaroven gravitacni
sila i tlak zafeni, na ekvivalentni systém, kde pusobi ¢isté gravitacni sila, ktera je ovsem popsana
efektivni gravitacni konstantou namisto té bézné.

b) Vyjadrete efektivni gravitacni konstantu I' pomoci G, R, p, M, L a c. Vypoctéte jeji ¢iselnou
hodnotu (v jednotkach SI) pro pfipad naseho zrnka. [2 b]

Sectenim sily zareni a gravitac¢ni sily dostavame

F:Ffot+Fgrav
LR:  4xGMpR3

~ Aca? 3a?

B GMmLR?> 4rGMpR?

 4eGMma? 3a?
4rGMpR? 3L

- 3a2 ( B 167rcGMpR> ‘
Efektivni gravitac¢ni konstantu tedy mizeme vyjadrit jako

3L

r=G—- ——.
16mcMpR

Ciselné vychéazi ' = 6,62 - 107" m? kg~ 572

c) Celkova sila F' zptsobuje pohyb po kruznici, je tedy silou dostfedivou. Vyjadiete z této rovnosti
ob&Znou rychlost zrnka v pomoci I', M a a. Vypoctéte také ¢iselnou hodnotu v (v km -s71). [2b]

Pro dostredivou silu Fy puisobici na zrnko plati vztah
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7 rovnosti sil tedy mame

v2 I'Mm
m— = T
a a

z ¢ehoz vyjadiime obéznou rychlost jako

v = —_—.
a

Po dosazeni dostaneme v = 29,7km - s~ !,

Vratme se nyni k nasemu predpokladu ohledné sméru, ze kterého na zrnko dopadaji fotony v jeho
klidové soustaveé. Pohybuje-li se objekt nenulovou rychlosti vzhledem ke zdroji svétla, pozorujeme
v klidové soustavé zrnka malé odchyleni svételného paprsku od sméru, kterym fotony na zrnko
dopadaji z pohledu klidové soustavy zdroje (viz obrazek 5). Tomuto jevu se fiké aberace. Konkrétné
uvazujme objekt, ktery se vzhledem ke zdroji pohybuje nenulovou rychlosti o velikosti v < c.

Obrazek 5: Vysvétleni aberace ze vztazné soustavy zrnka — znacime pismenem Z. Pismena S, resp. S’ znaci
polohy Slunce v okamziku vyzareni foton Sluncem, resp. jejich dopadu na zrnko.

Dopadaji-li fotony na objekt kolmo z pohledu klidové soustavy zdroje (jako v pripadé naseho zrnka,
které kolem Slunce obiha po kruhové dréze), pozorujeme z pohledu klidové soustavy objektu malé
odchyleni « svételného paprsku od kolmého sméru, pro které plati

v
tana = —.
c

Paprsky od Slunce tedy z pohledu zrnka prichazeji nikoliv ze sméru kolmého na smér rychlosti, ale
mirné sikmo, proti sméru pohybu zrnka. Jelikoz je pro nerelativistické rychlosti v < ¢ thel « velmi
maly, plati, ze slozka sily zareni ve sméru od Slunce je stéle velmi presné rovna Fi (takze vysledky
¢asti a), b) a c) zustavaji nezménény). Navic je ale pfitomna i tecnd slozka sily zafeni, kterd zrnko
brzdi. Tento efekt je znam jako Poyntingiiv-Robertsoniiv jev.
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d) Vyjddrete velikost Fpr brzdné sily pusobici na zrnko pomoci I'; M, R, a, L a ¢ a vypoctéte jeji
¢iselnou hodnotu (v N). [2,5b]

Jedna se o tecnou slozku sily zareni. Z obrazku 5 vidime, ze plati
Fpr = Figisina.
Vzhledem k tomu, Ze je rychlost v mala v porovnani s rychlosti svétla ¢, plati priblizné
. v
sin ~ tana ~ —.
c
Pro velikost brzdné sily tedy dostavame
v LR*v LR®* |[TM LR?> |TM
Fpr = Fiot— = —5— =55 = =
c 4dca*c 4Acta a 4c a’

¢iselné Fpr = 1,27 - 10718 N.

V dusledku ptsobeni brzdné sily se zrnko postupné priblizuje po spirale ke Slunci. Predpokladejte,
ze se polomér drahy castice a méni velmi pomalu, brzdna sila je mala a ze ji lze v ramci jednoho
obéhu povazovat za konstantni.

e) Odvodte vztah pro praci Wpg, kterou brzdna sila Fpgr na zrnku vykond za jeden obéh kolem
Slunce. Vysledek vyjddiete pomoci I', M, R, a, L a c. Spocitejte rovnéz ¢iselné (v J). [2 b]

Brzdna sila Fpr pusobi rovnobézné s pohybem zrnka proti sméru jeho pohybu. Pro veli-
kost vykonané prace tedy muzeme psat

Wpr = ofpr,

kde o = 2ma je obvod kruhové drahy zrnka. Celkové tedy pro praci dostavame

LR* |TM 7wLR* |TM
WPR = 27TCLFPR = 27a A2 e = 902 PERN

Ciselné vychazi Wpg = 1,19 - 1076 J.

Vypoctena prace odpovida rozdilu celkové mechanické energie zrnka na zac¢atku a na konci obéhu.
Novy polomér drahy po jednom obéhu budeme znacit a'.

f) Ze zédkona zachovani energie vyjadiete novy polomér drdhy o', na niz se zrnko dostane v disledku
pusobeni brzdné sily po jednom obéhu pomoci I'; M, p, R a L, a a c. Uvedte i ¢iselny vysledek pro
rozdil Aa =a' — a (v km). [3,5Db]

Napovéda: v systému, kde by piisobila pouze gravitacni sila, bychom celkovou mechanickou energii
E télesa o hmotnosti m, které obiha po eliptické draze o velké poloose a kolem centralniho télesa o

hmotnosti M, vypocetli jako

P _GMm.
2a
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Oznacme pocateéni mechanickou energii jako E, mechanickou energii zrnka po jednom
obéhu budeme znacit E’. Podle zédkona zachovani energie musi platit

E=F +Wpg.

Pro celkovou mechanickou energii E zrnka obihajiciho po draze s velkou poloosou a
plati standardni vztah, v némz ale vyménime béznou gravita¢ni konstantu G za efektivni
gravitacni konstantu I, tedy

I'Mm AnrT M pR?

E = -
2a 6a

Pro E’ analogicky mame

TMm  4xDMpR?
2a 6a’ '

E =

Dosazenim do ZZE dostavame

47T M pR? B 47T M pR® . nLR* |[TM
6a B 6a/ 2¢? a’ ’

11, 8L [
a a 4c2pR\VTMa®’

, 4c*pRVT Ma
a = a.
4c2pRvVI'Ma + 3L

Po dosazeni ¢iselnych hodnot dostavame pro rozdil velikosti nové a ptivodni velké poloosy
vysledek

odkud piseme

Celkem tedy dostaneme

3L
4c?pRvVI'Ma + 3L

Aa=ad —a=

a=—1400km .

Poznamka: jelikoZ plati L < ¢?pRv/T Ma, miiZzeme aproximovat

3L

Na~ ————a.
4c?pRVIT'Ma

g) Vyjadrete rychlost zmény poloméru drahy obecné pomociI', M, p, R, L, a a c. Uvazujte, ze vSechny
zmény probihaji velmi pomalu. Rychlost zmény spocitejte rovnéz ¢iselné (v cm - s71). [2,5 b]

Rychlost zmény poloméru ziskdme jako podil zmény Aa poloméru za jeden obéh a peri-

ody P, tedy
Aa _wv(d —a) VI'M(d' —a)
P~ 2ma omvad
takze po dosazeni za a’ a nékolika tpravach mame
Aa 3LvVT'M

P " 8xc2pRavTM + 6mL\/a
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Ciselné vychédz{ 5¢ = —4,53 cm - s~

Poznamka: podobné jako v predchozi casti mizeme aproximovat

Aa 3L
P~ 8rc®pRa’

h) Vyjadrete rychlost zmény periody obéhu obecné pomoci I', M, p, R, L, a a c. Opét uvazujte, zZe
vSechny zmény probihaji velmi pomalu. Uvedte i ¢iselny vysledek v sekundach za rok. [3,5 b]

Pocatecni periodu obéhu P, stejné tak jako periodu obéhu P’, kterou bude zrnko mit
po jednom obéhu, mizeme zjistit ze 3. Keplerova zadkona , samoziejmé opét s efektivni
gravitacni konstantou namisto té bézné. Mame tedy

472
P=\|la’=——
“Tm
a analogicky
472
P =\la® —.
“TM

Pro rychlost zmény periody tedy piseme

AP _o(P'—P) _VIM(P'—P) _VTM(Jas5] —\Ja'i5) Vo —Va®

P = 2ma 21V a3 2mVa3 Vad

a tedy

Po dosazeni za a’ koneéné dostaneme

3
AP [ 4*pRVTMa \*
P " \4e2pRVTMa + 3L

Ciselné &2 = —1.45.1075. Perioda se tedy zkrati pfiblizné o 450 s za rok.

Poznamka. s vyuzitim binomické aproximace (1+ x)P ~ 1+ px, kde x < 1, miizeme psat

_3
AP 3L ’
= 14— -1
P 4c2pRVIT' Ma

O T S
24¢2pRVTMa ’
tedy
AP 9L

~

P " 82pRVTMa’
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F Zatméni Slunce

(mazx. 20 bodi)

12. srpna 2026 nastane tplné zatméni Slunce viditelné z Groénska, Islandu a Spanélska. Z Ceské
republiky bude pozorovatelné jako ¢dstecné, kdy Mésic zakryje az 86 % plochy slune¢niho kotouce.
V této tuloze se pokusime odhadnout pomér mezi poctem uplnych zatméni Slunce a prstencovych
zatméni Slunce. Obéznou drahu Zemé okolo Slunce povazujte za kruhovou, avsak obézna draha
Meésice okolo Zemé je elipticka. Pocitejte s excentricitou drahy Mésice ey = 0,054 9 a hlavni poloosou
ay = 384400 km. Taktéz mizeme v této tiloze hmotnost Mésice povazovat za zanedbatelnou oproti
Zemi.

a) V jaké vzdalenosti (¢iselné v km) od pozorovatele na Zemi musi Mésic byt, aby mél presné stejny
thlovy pramér jako Slunce? [2 b]

Zemé obiha okolo Slunce po kruhové draze s polomérem ay = 1,00au = 1,496 - 10% km.
Slunce méa polomér R, = 6,96 - 10° km a Mésic m4 polomér Ry = 1740km. Aby mél
Mésic pro pozorovatele na Zemi stejny thlovy primér jako Slunce, musi od pozorovatele
byt vzdaleny

dy = —ayz = 3,74 - 10° km .

Nyni udélame krok stranou a podivame se na obecnou eliptickou orbitu okolo télesa o hmotnosti M.
Rychlost obihajictho objektu (o hmotnosti m < M) lze rozlozit do radialni slozky v, a tangencialni
slozky v, a napsat zakon zachovani energie

Ek('l}r, UJ_) —+ Ep(r) = Eo ,
kde Ex (v, v, ) je kineticka energie objektu a E,(r) je jeho potencidlni energie zavisejici na vzdélenosti
r od centralniho télesa.

b) Pouzijte zdkon zachovani momentu hybnosti L = muv,r = konst., abyste ze zékona zachovani
energie vyloucili tangencialni rychlost a dostali zdkon zachovani energie ve tvaru

T(v,)+V(r)=Ey,

kde T'(v,) je kinetické energie radidlniho pohybu a V' (r) je efektivni potencidl zavisejici na momentu
hybnosti L a na vzdalenosti od centralniho télesa r. Napiste do odpovédniho archu efektivni potencial
V(r) jako funkci r s parametry G, M,m a L. [4b]

Zékon zachovani energie rika

I 5 1 45 GMm
il - _— _F 1
var + 2mv 1 . 05 (1)
kde G = 6,673-10"" N-kg ?-m?, M je hmotnost centralniho télesa, m je hmotnost obiha-
jictho télesa, r je jejich vzdalenost a Ej je celkova energie. Moment hybnosti obihajiciho
télesa je

L = muv,r = konst.
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Muzeme vyjadrit tangencialni rychlost v, pomoci momentu hybnosti a vzdélenosti r
a dosadit do rovnice (1), ¢imz dostaneme zékon zachovani energie v pozadované formé

1 2+1 L? GMm
2mvr 2 mr? roo

Ey.

Efektivni potencial ma tvar

9
Vir) = 17 GMm.

2 mr? r

Nyni udélame dalsi krok stranou k harmonickému oscilatoru. Rovnice harmonického oscilatoru ma

tvar 1 1
2 2,2

—mu, + —mwx® = Eiy ,

2 x 2 tot

kde m je hmotnost oscilujiciho télesa, x a v, jsou souradnice a rychlost pohybu télesa, Ei. je celkova
energie oscildtoru a w je thlova frekvence oscilatoru. ReSenfm rovnice harmonického oscilatoru je
zavislost polohy na case

1 [2Fiq

x(t) = A\ cos(wt + ¢o) ,

kde ¢q je pocatecni faze, jiz dopoditame dosazenim pocatecnich podminek, naptiklad z toho, Ze zndme
0 ) ) 9
polohu oscilujiciho télesa v case t = 0.

Predstavte si, ze téleso obiha po kruhové draze s polomérem ry, ale dojde k jeho vychyleni o vzdalenost
Ar v radidlnim sméru, aby platilo |Ar| < erg, kde e < 1. Celkova energie télesa se pritom nezméni,
ale novy moment hybnosti bude /1 — e2-ndsobkem puvodniho momentu hybnosti.

c) Ukazte, ze v radidlnim sméru bude téleso vykondvat harmonicky pohyb a najdéte jeho tihlovou
frekvenci w pomoci G, M a ry. Timto zptisobem muzeme modelovat vzdalenost od centrélniho télesa
pro orbity s nizkou excentricitou e. Ve vypoctech zanedbejte viechny ¢leny chovajici se jako e® nebo

jako vySsi mocniny e, tedy i ¢leny obsahujici e2Ar, e?Ar? a dalsi. [7 b]
Néapovéda: Bude se vam hodit aproximacéni vzorec (1 + 2)" ~ 1 + nz + 22, ktery plati pro

2] < 1.

n(n—1)
2

Oznacéme polomér kruhové drahy jako ry. PTi kruhové obézné draze je radialni rychlost
nulova v, = 0. Pivodni moment hybnosti spo¢itame z obézné rychlosti na kruhové draze

GM

To

L=mv,ro=m ro = my/GMry = konst.

Proto miizeme napsat rovnici pro celkovou energii

1 L? GMm_E _ GMm
2 mrd o 0 2r0

(2)

Pti vychyleni z kruhové drahy pri zachovani celkové energie Ejy a pri zméné momentu
hybnosti Ly = L+y/1 — €2 se znovu objevi ¢len kinetické energie pro pohyb v radidlnim
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sméru

1 N 1 L3 GMm 5
—mu? + = =
2 2m(ro+ Ar)2 1o+ Ar 0

2 2 —2 —1
Lz 10 =€) <1+AT> —Gjym <1+ér> — .
0 0

Nyni pouZijeme aproximaci ze zadani pro (1 + 2)", nebot |Ar/ro| < 1, a zjednodusime
vyraz

1 1 L2 A Ar\?\  GM A Ar\?
St s (1—e?) (1-22 a3 (20) ) T (-2 (2 ) = By,
2 2mrd o 0 70 0 0

2
1mv2+1GMm(1—e)(1—2N+3<Ar> ) _ GMm (1—AT+<N> ) = By,

To To To To To

1 , 1GMm , 3GMm (Ar\® GMm [Ar)®
—mvy — = e’ + = — | - — | =0,
2 2 To 2 To To To To

1 1 GM 1GM

—mul + —m—g-Ar? 2 1GMm e’ =0.

2 2 2 19

P1i prechodu z druhého na treti fadek jsme podle instrukeci ze zadani zanedbali vSechny
¢leny obsahujici e?Ar nebo e?Ar?. Navzdjem se vyrusily ¢leny s prvni mocninou Ar/rg
a taktéz jsme vyuzili rovnosti z rovnice (2).

Vidime, Ze se objevila rovnice harmonického oscilatoru

1, 1 GM _1GMm
= ——e
2 v T2 T2 1

s thlovou frekvenci w = /GM /rg, kterd je stejnd jako thlova frekvence obéhu okolo
centralniho télesa.

d) Najdéte, jak zavisi vzdédlenost r(t) Mésice od Zemé na Case t, pokud v ¢ase t = 0 Mésic prochazel
pericentrem své drahy. Napiste obecny vztah s vyuzitim ay, ey a thlové frekvence obéhu w. [4 b

Rovnice harmonického oscilatoru z podilohy ¢) ma na pravé strané energii oscilatoru

1GM
Etot = = mez.
2 To

Amplituda kmitu je tudiz podle vztahu ze zadani

2Eo 1G]Wm2
A= \/ ot \/ \ ro =erp.

Casové zavislost vychylky od ptivodni kruhové dréhy je tudiz

Ar(t) = ergcos(wt + ¢g)

15 / 16



SLEZSKA . _ Ny
Astronomicka UNIVERZITA Ceska astronomicka spole¢nost
olym pié da FYZIKALNI USTAV Www.astro.cz

V OPAVE olympiada.astro.cz

Finale 2024/25, kategorie CD (1. a 2. roénik SS) — feSeni

a celkova vzdalenost od centralniho télesa v zavislosti na case je

r(t) =ro+ Ar(t) = ro(1 4 ecos(wt + ¢o)) -

Pro Mésic miizeme ztotoznit e = ey, 1o = ay a w = /GMz/a3;, kde My je hmotnost
Zemé. Podle poznamky ze zadani jsme pti vypoctu thlové frekvence w obéhu Mésice
zanedbali hmotnost Mésice.

Jesté musime spocitat fazi ¢g. Mésic se v case ¢ = 0 nachézel v pericentru své drahy
nejblize k Zemi, coz by odpovidalo fazi ¢ = 180°, kde ma funkce kosinus minimum.
S vyuzitim identity cos(a 4+ 180°) = — cos(«) dostaneme zavislost vzdéalenosti Mésice od
Zemé na Case

r(t) = apm(1 — ey cos(wt)) .

e) Predpokladejte, Ze obéZnd draha Zemé okolo Slunce i obézné draha Mésice okolo Zemé lezi v jedné
roving, tudiz pfi kazdém obéhu Mésice nastane zatméni Slunce. Pokud bychom vzdy pozorovali
zatméni z mista na povrchu Zemé, které je nejblize ke Slunci, jaky by byl pomér p mezi poctem
prstencovych zatméni a mnozstvim tplnych zatméni? [3 b]

Jelikoz orbitélni periody Mésice okolo Zemé a Zemé okolo Slunce nejsou v rezonanci, ve
dlouhém ¢asovém horizontu nastanou zatméni Slunce pii vSech moznych vzdalenostech
mezi Mésicem a Zemi. V okamziku slunec¢niho zatméni je Mésic od pozorovatele stojiciho
na povrchu Zemé na spojnici Slunce-Mésic—Zemé vzdaleny

dpy = 1(t) — Rz = am(1 — enm cos(wt)) — Ry,

kde Rz = 6378,1 km je polomér Zemé.

Abychom porovnali ¢etnost prstencovych a tuplnych slunecnich zatméni, musime zjistit
pravdépodobnosti dp v > dp a dp i < do. Prechodova faze ¢, = wt,_, mezi prstenco-
vym a uplnym zatménim, kdy vzdéalenost mezi pozorovatelem a Mésicem je presné d,
je

do = an(1l — enmcos(pp—n)) — Rz,
$p—u = Arccos (aM_dO_RZ> =179,0°.

eMam

Pii nizsi fazové vzdalenosti Mésice od prichodu pericentrem nez ¢, dojde k tplnému
zatméni. Naopak pri vyssi fazové vzdalenosti Mésice od priuchodu pericentrem dojde
k prstencovému zatméni. Pomér mezi poc¢tem prstencovych a tplnych slunecnich zatméni
spocitame jako
_180° — ¢p -y
¢p—u —0°

Prstencova slunecni zatméni by nastavala 1,28-krat castéji nez uplna slunec¢ni zatméni.

=1,28.

Ulohu A a C navrhl David Némec, tlohu B navrhl Luka$ Linhart, tlohu D navrhli Marco Souza de
Joode a Jakub Vosmera, tilohu E navrhla Radka Ktizova, ilohu F navrhl Jindtich Jelinek.
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