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A Prehledovy test
(maz. 30 bodii)

Uvodni test se fesi online na http://olympiada.astro.cz/korespondencni. Pfihlasovaci udaje
prisly uspésnym resitelim skolniho kola e-mailem nebo je dostanete od svého ucitele, ktery je muze
zjistit v sekci pro ucitele na http://olympiada.astro.cz/ucitel. Velmi doporucujeme feseni testu
neodkladdat na posledni dny pred uzavérkou. U problémi s feSenim testu ozndmenych po 27. 1. 2023
bohuzel nemtizeme zarucit jejich véasné vytizeni.

B Rozpadajici se mésic

(mazx. 20 bodi)

Plynni obti ve sluneéni soustavé maji pomérné velkou hmotnost a generuji silné gravitacni pole, které
jim umoznuje udrzet si desitky mésici. Blize u planety muze byt jeji gravitace tak silna, ze zptisobi
rozpad celého mésice, ¢imz vznikne prstenec. V této tloze bude tikolem najit mezni vzdalenost mésice
a planety, ve které se zacne mésic rozpadat.

Uvazujme planetu o poloméru R a hustoté p, a jeji mésic o poloméru r a hustoté p,,. Déle budeme
zkoumat dva pripady rotace mésice: nerotujici mésic a mésic s vazanou rotaci. Vzhledem ke slozitosti
ulohy budeme uvazovat nékolik zjednoduseni. Predpokladejme, ze hmotnost mésice je mnohem mensi
nez hmotnost planety, planeta ztstava v klidu a mésic ji obiha po kruhové trajektorii o poloméru d
(Vzdélenost d je tedy vzdalenosti stfedu planety a mésice. Dale predpokladejme, Ze mésic je tuhda
homogenni koule a gravitace planety jej nebude deformovat. Nakonec budeme uvazovat, ze polomér
meésice je mnohem mensi nez polomér jeho trajektorie, tedy r < d.

a) Nacrtnéte planetu s mésicem a oznacte bod na povrchu mésice, ktery je nejblize planeté, pismenem
A. Bod A se pohybuje po kruhové trajektorii okolo planety: urcete jeji polomér v obou pripadech
rotace meésice.

V pripadé vazané rotace je zrejmé, ze bod A opisuje kruznici o poloméru d —r. V pripadé
nerotujictho mésice se pohybuji vsechny jeho body po kruznici o stejném poloméru d.
Alternativné si mizeme rozmyslet, ze na zacatku je bod A ve vzdalenosti d — r od stredu
planety a za ptl periody je ve vzdalenosti d + r. Pohybuje-li se bod A po kruznici, pak
jeji polomér musi byt (d —r +d+1)/2.

b) Urcéete kvadrat w? hlové rychlosti bodu A v obou ptipadech rotace mésice. Vysledek vyjadiete
pomoci zadanych veli¢in a gravitacni konstanty:.

Uhlové rychlost je urdéena rovnosti gravitacniho zrychleni planety a dostfedivého zrychleni
meésice neboli

GM
P
wd = 2
a tedy
» GM
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Hmotnost planety M vyjadiime pomoci jejiho poloméru a hustoty, ¢imz ziskame

At R3p, G
2 p
RRE YT

Uhlové rychlost bodu A je v obou pifpadech rotace stejna.

c) Predstavte si, ze v bodé A povrchu mésice nejblize planeté se nachazi pozorovatel. Jaké tihové
zrychleni v bodé A pozoruje (napiiklad tak, ze upusti predmét volnym padem na povrch mésice)?
Vysledek vyjadrete pomoci zadanych veli¢in a gravitacni konstanty. Uvazujte oba pripady rotace.
V pripadé nerotujicitho meésice se omezte pouze na okamzik, kdy se pozorovatel nachazi na povrchu
meésice v bodé A, ktery je nejblize planeté.

Zacneme pripadem nerotujiciho mésice. Vysledné tihové zrychleni (smérem ke stredu mé-
sice) je souc¢tem gravitacniho zrychleni mésice, odstfedivého zrychleni pohybu po kruznici,
od kterych odecitame gravitacni zrychleni planety

Gm GM

2
= w*d — )
a=wd—+ 2 (d—’r)2

Po dosazeni za w? a hmotnosti planety a mésice ziskame

_AnRpp G Amrpn G ATRPpG

a= .
3d? 3 3(d—r)?
Po vytknuti konstant ziskame
4G [ R? R3
azi7T perTpm—ipp .
3 d? (d—r)?
V pripadé mésice rotujiciho vazanou rotaci upravime vyraz pro odstredivé zrychleni a
ziskame o aM
9 m
=w(d—r)+ — )
a=wi(d=r) 72 (d—r)?

Po dosazeni za w? a hmotnosti planety a mésice vyjde

. ArRPp,G(d — 1)  AmrpnG 4ATRPpG

3d3 3 3(d—r)2’
Po vytknuti konstant ziskdame
477G [ R3py(d —r) R3p,
= ()

d) Predstavte si, ze parametry planety a mésice jsou konstantni, a ze mésic se pusobenim vnéjsich
vlivii priblizuje k planeté (polomér d jeho kruhové trajektorie se velmi pomalu zmensuje). V jaké
vzdalenosti d se zac¢ne rozpadat? Uvazujte oba pripady rotace.

Ndpovéda: Tihové zrychleni polozte rovné nule a vyuzijte aproximace (1 + x)" &~ 1 4 nz pro x < 1.
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Nyni zacnéme pripadem vazané rotace, protoze nerotujici mésic bude zjednodusenim to-
hoto pripadu. Podminku nulovosti tihového zrychleni (aneb v pfipadé nulového tthového
zrychleni jiz mésic nedrzi pohromadé)

Repp(d —r) Rp,

P g
R R

upravime tak, aby ¢leny obsahujici vzdélenost d byly na jedné strané rovnice, tedy

Tpm 1 (d—r)

Rip, (d-1? &

Nyni upravime vyraz na pravé strané tak, aby bylo mozné pouzit aproximaci, tedy

(= (]}

Zrejmé plati, ze r/d < 1 a mizeme tedy pouzit aproximaci z napovédy. Ziskdme

Tom 1 { 2r r]
R3pp T2 )

Zajimavosti je, ze polomér mésice lze v rovnici vykratit a vzdalenost d mizeme vyjadrit

jako
g 5| 3R3py _
Pm

V pripadé nerotujictho mésice mizeme vyjadrit podminku nulovosti tithového zrychleni

jako
R’p, Rp,
— m— ———= =0.
R
Déle pokracujeme separaci vzdalenosti d
TPm 1 1

Rip,  (d—r17 &

a pripravou pro pouziti aproximace

TP 1 < 7“)2
= (1=-1) —1].
Rip, [ d

Nakonec vyuzitim aproximace ziskame

Tpm_l[l 2r ]

S |
Ropy @1 T4

Mezni vzdalenost d v pripadé nerotujiciho mésice vyjde
d _ 3 2R3pp
V' Pm
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C Jak horko je uvnitr hvézdy?
(maz. 20 bodi)

Vétsinu hveézd tvori oblaka horkého ionizovaného plynu, které vyzaruji svétlo i po miliardy let diky
termonukledrni fuzi, ktera probiha v jejich centralnich castech, konkrétné slucovanim vodiku na
helium. V této tloze se budete zabyvat urc¢itymi aspekty tohoto procesu.

Hvézdu budeme povazovat za kouli tvofenou z ¢isté ionizovaného vodiku (protony a elektrony mayji
ve hvézdeé stejné zastoupeni), ktery se priblizné chova jako idealni plyn. Z pohledu klasické fyziky k
fuzi dvou jader vodiku (coby bodovych objekti) dojde tehdy, pokud se jejich vzajemnd vzdalenost
zmensi na d = 107'° m. To je $kdla, na které silnd interakce zac¢ne byt dominantni, a odpudiva
Coulombovska interakce uz nemtze zabranit fizi jader.

a) Za predpokladu, ze se protony pohybuji se stfedni kvadratickou rychlosti vyyaq,p, 0dhadnéte mini-
malni teplotu 7" idedlniho plynu, aby se jadra piibliZila na vzdalenost d = 107'° m. Vyjdéte ze zdkona
zachovani energie, navic mizete ignorovat brzdné zareni spojené s priblizovanim c¢astic k sobé.

Na pocatku se ¢astice pohybuji kazda s rychlosti vxyaap, pritom predpokladame, Ze jsou
od sebe dostatecné daleko na to, aby se dala jejich vzajemna potencidlni energie ignorovat:

mame tedy celkovou energii

1
Eoy=2- imvl%vad,p :

Protony se maji k sobé dostat na vzdalenost d, pritom budou na pocatku oba v klidu (to
plyne z toho, ze hleddme nejmensi teplotu). V takové situaci bude celkova energie rovna

q2

E = :
47T€0d

Budeme predpokladat, ze se veskera pocatecni kineticka energie preménila na potencialni
(tedy Ey = E), potom dostaneme

o Prkvadp T greid

2

Zaroven pro idedlni plyn tvoreny z jednoduchych ¢astic (Zadné jiné stupné volnosti pohybu
nez translace nejsou pritomny) plati podle ekviparti¢niho teorému rovnost

1 3
irnpvﬁvmp = ikT'
Odtud dostavame )
q 9
12megkd ’ ’

kde jsme za konstanty dosadili hodnoty ¢ = 1,602 - 107 C, ¢y = 8,854 - 1072 F - m™!,
k=1,381-10"2m? - kg -s72 - K71, Celkovy vysledek jsme pak uvedli jen na dvé platné
cifry, protoze se jedna pouze o odhad skutecné hodnoty (nejrelevantnéjsi je pro nés rad).
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Predchozi vypocet teploty byl proveden na zakladé uvah klasické fyziky (tj. kvantovy aspekt ¢dstic
nebyl vzat v potaz). Abychom rozhodli, zda tento vypocet (ne)déva rozumny odhad teploty uvnitt
hvézdy, potrebujeme spocitat tuto teplotu jesté jinym nezavislym zptisobem.

K tomu vyuzijeme podminku hydrostatické rovnovahy hvézdy: hvézda jako masa ionizovaného plynu
je v klidu a jejimu gravitacnim smrsténi zabranuje gradient tlaku, ktery kompenzuje gravitacni silu
kdekoliv uvnitt hvézdy. Klicova pro nas bude rovnice hydrostatické rovnovahy

AP Gm(r)p(r)
Ar 2 ’

kde na levné strané stoji (minus) gradient tlaku, na pravé gravitacni sila. Interval s krajnimi body r
a r + Ar vymezuje tenkou kulovou slupku o tloustce Ar < R se stfedem uprostred hvézdy, pritom
R je polomér hvézdy, m(r) je hmotnost koule pod touto slupkou, p(r) je hustota plynu ve slupce a
AP = P,y — Py je rozdil v tlacich pusobicich na vrstvu ze shora (odpovidajici sila mifi do centra
hvézdy) a zdola (odpovidajici sila mifi ven od centra hvézdy). Nakonec G je gravitaéni konstanta.

b) Vyuzijte rovnici hydrostatické rovnovahy k 7ddovému odhadu teploty idedlniho plynu T' ve stiedu
hvézdy. Vysledek bude zaviset pouze na hmotnosti a poloméru hvézdy a fyzikalnich konstantach.
Ocekava se, ze najdete obecny vyraz, nikoliv ¢iselnou hodnotu. Ignorujte slozitou strukturu hvézdy.

K ziskani radového odhadu teploty bude stacit predpokladat, ze jedna vrstva je rovna
poloméru hvézdy, tedy Ar = R. Pokud je tlak uvniti hvézdy P a hustota p, bude v
této aproximaci platit AP = —P, p(r) =~ p, navic m(r) = M. Z rovnice hydrostatické
rovnovahy tak dostaneme

GMp
P=—.
R
Je dobfe znamo, ze tlak, hustota a stfedni kvadraticka rychlost idealniho plynu spolu

souvisi skrze vztah

1
P=-pvl ;.
3/) kvad
Protoze plati, ze
9 3kT
Ukvad = >
dostavame pro tlak
kT
P="" okt
m

kde n je pocet castic o hmotnosti m v jednotce objemu. VSimnéme si, ze tlak tak nezavisi
na druhu c¢astic, jen na jejich mnozstvi v jednotce objemu a jejich teploté. Ve hvézdé
mame dva druhy castic, protony a elektrony, a podili se na tlaku stejnou mérou, nebot je
jich ve hvézdé stejné. Mame tedy
kT
P =P, + P, =2P, = 2n,kT = 22"~

mp

pritom hustota Slunce je de facto urcena pouze hustotou protont, nebot elektrony maji
vyznamné mensi hmotnost. Konecné mtzeme spojit oba predchozi vztahy pro tlak do-

hromady. Dostavame
5 pkT  GMp
my R’
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odkud plyne

GMm
T — P
2kR

c) S pomoci predchoziho vysledku najdéte pomér M /R pouze jako funkci teploty a fundamentalnich
konstant.

Snadno dostaneme

M 2T
R Gm,’

d) V prvnim bodé tlohy jste uréili spodni hranici na hodnotu 7" z klasickych tivah, coz po dosazeni do
vztahu pro M /R davé v principu (M/R) ... Dosadte do vztahu z pfedchoziho bodu tlohy tuto teplotu
a vycislete. Srovnejte Ciselné s Mgjunce/ Rsiunce- Co tento vysledek znamena? Struc¢né komentujte.

Dosazenim za teplotu a konstanty do predeslého vysledku dostavame

M 2T

- =14-10"kg-m™!
R Gmy, ’ s-m o

coz ddvéa hodnotu (M/R),_. . Pfitom G = 6,67-107"' N - m? - kg=2 a m, = 1,673-10"*" kg.
Déle spoc¢itdme pomér pro znamé hodnoty hmotnosti Mgpmee = 1,989-10%° kg a poloméru
Rslunce = 6,963 - 10® m Slunce. Dostaneme

=29-10"kg-m".

Dostali jsme se tedy k vysledku, ze

MSlunce/RShlnce < (M/R)min .

Toto je zjevné problém a svédci to o tom, ze teplota, kterou jsme spocitali v prvnim bodé
tlohy, tedy T = 5,6 - 10°K, je (minimdlné) o tii fady vétsi nez by méla byt. Musime
se proto smifit s tim, ze klasicky popis je nevyhovujici a je potfeba zohlednit kvantovou
povahu mikrosvéta. Jak dale uvidime, klicovou roli bude hrat vinovy charakter ¢astic.

Ted se myslenkové vratime k prvnimu bodu zadani. Pokusime se odhadnout miniméalni teplotu pro
béh termonukledrni reakce uvniti hvézdy za uvazeni vinové povahy ¢éstic (¢isté kvantové mechanicky

efekt).

Oznac¢me de Broglieho vlnovou délku castice o rychlosti viyaq,p jako Ap. Pak vézte, Ze vzdalenost, na
kterou se ¢astice musi k sobé dostat, aby mohla nastat fize, uz nebude 107 m (jak jsme uvaZovali
v cisté klasickém vypoctu), ale d = A,/ V2 — poté nastéva kvantové tunelovani. Tedy vzdélenost,
na kterou se maji ¢astice k sobé priblizit, je az na ¢iselny faktor rovna de Broglieho vinového délce,
kterou castice mély pii rychlosti vivad,p-

e) Urcete obecny predpis pro teplotu 7' potifebnou k fuzi a najdéte jeji ¢iselnou hodnotu. Vyuzijte
opét zakona zachovani energie.

6/ 11



SLEZSKA “ . .y Ny
Astronomicka UNIVERZITA Ceska astronomicka spole¢nost
olym pié da FYZIKALNI USTAV Www.astro.cz

V OPAVE olympiada.astro.cz

Krajské kolo 2022/23, kategorie AB (3. a 4. ro¢nik SS) — FeSeni
Stale plati vztah

T=—"—
12mepkd’
kde jenom za d dosadime

PR
ok
kde A, je urcena vztahem
N
MpVkvad,p
Snadno pak dostaneme
q'm,

T=—-—5—.
24m2etkh?
Po dosazeni ¢iselnych hodnot dostavame T' = 9,8 - 10° K.
f) Provedte analogicky vypocet tomu v tloze d), tzn. uréete obecné pomér M /R a pak ho vydislete.
Je vysledek shodny s tim, co jsme dostali, kdyz jsme premysleli klasicky? Stru¢né komentujte.
Dosadime do vztahu pro M/R z d) a najdeme
M Tt
R 12n2Ge3h?’
Ciselné pak mame
M 21 -1
= 924-102 kg -mL.

R
Tento ciselny vysledek se dobre shoduje s tim, co jsme nasli pro Slunce
M unce
Shnce _ 99. 102 kg -m™!.
RSlunce

Kvantova tvaha tak vede na lepsi vysledek nez jsme dostali na zacatku, kdy jsme premys-
leli klasicky. Tehdy jsme predpokladali, Ze silnd interakce musi prevazit Coulombovskou
interakci a nebrali jsme v potaz kvantové tunelovani.

V predchozim kroku jste prisli na to, ze M/R lze vyjadfit pouze pomoci fundamentélnich konstant.
Alespon to plati pro hvézdy spalujici vodik, napriklad Slunce. Zdalo by se tak, ze hmotnost hvézdy
muze byt libovolna, dokud ve hvézdé probiha termonuklearni fize. To neni ale tplné pravda, jak se
dale presvédcite.

Aby bylo mozné hvézdu povazovat za idealni plyn, musi byt stfedni vzdalenost mezi ¢asticemi, které
ji tvori, vétsi nez jejich de Broglieho vinova délka.

g) Ukazte, ze elektrony s vkyad. maji vétsi de Broglieho vinovou délku nez protony s Uyad,p-

Pro idedlni plyn tvoreny z ¢astic o hmotnosti m snadno nalezneme

h

V3kTm

Protoze elektrony maji 1836krat mensi hmotnost nez protony, budou mit cca 43krat vétsi
vlnovou délku.
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Stredni vzdéalenost mezi elektrony d. musi byt vétsi nez je jejich de Broglieho vinova délka A, kon-
krétné uvazujte d. > Ao/v/2. Pokud by toto mélo byt poruseno, byl by plyn elektronti degenerovany
a ten ma jiné vlastnosti nez ma plyn idealni, ktery jsme predpokladali.

h) Pouzijte tuto informaci, abyste odvodili minimalni hmotnost a minimalni polomér hvézdy, aby
elektrony bylo mozné stale povazovat za idealni. Vysledky uvedte v ndsobcich poloméru a hmotnosti
Slunce.

M4 platit
A

de >

<

Nejprve odvodime vztah pro d.. Dostavame

~1/3
o (T
A R3m,,

Déle pripojime vztahy, které jsme uz diive odvodili, nebo je snadno z jiz odvozenych
vztaht dostaneme:

4 4 2
q my M q eoh
r=_4" 2 _ 4\ =R
24m2E2kh? R~ 1272Geln? Ve /e,

Kombinaci poslednich ¢tyt vztaht lze odvodit

1/2
> 1 60/ W
= \/ﬁqmg’/4mg/4G1/2 .

Ciselné dostaneme R > 0,10 Rslunce- Ze vztahu pro M /R dostaneme

R

1 7
M > )
12v/2m2 312 G32m3
Ciselné mame M > 0,09 Mgiunce- Nejmensi a nejméné hmotna hvézda z uvazované tridy
hvézd tedy méa polomér R = 0,10 Rgjunce @ hmotnost M = 0,09 Msunce-

D Rozbresk a soumrak: sféry a kuropéni

(maz. 30 bodii)

V této tloze se pokusite uréit vasi zemépisnou sitku pozorovanim vychodt a zapada Slunce. Nejprve
uréite svou zemeépisnou sitku z délky trvani bilého dne a néasledné ji urcite z délky trvani zapadu
Slunce.

a) Zmérte ¢as vychodu Slunce t; a zédpadu Slunce t5 v jeden den. Nezapomeiite si poznamenat
a ve vasem Teseni uvést mista, odkud probéhla meéreni a datum pozorovani. Urcte délku bilého
dne A v hodinach. K feSeni prilozte fotku sebe pri pozorovani, napriklad selfie se zdpadem Slunce.
Nezapomente uzit adekvatni ochrany oci!
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b) Odvodte vztah pro trvani bilého dne At, tj. ¢as ktery Slunce stravi nad obzorem, v zéavislosti na
deklinaci Slunce 0 a zemépisné Sitce pozorovatele ¢. V tomto okamziku neuvazujte thlovy rozmeér
Slunce na obloze. Nakonec vyjadrete zemépisnou sitku jako funkci délky bilého dne a deklinace
Slunce.

Napoveda: uzijte tzv. nautického sférického trojuhelniku, ve kterém wvazujte nulovou vijsku nad obzo-

rem.

Necht ¢ je zemépisnd sitka, 0 deklinace Slunce, h vyska Slunce nad obzorem a t jeho
hodinovy thel. Uzitim kosinové véty ve sférickém trojihelniku na stranu spojujici zenit
a Slunce na obzoru, dostavame

cos <72T> = cos (g — gp) cos <72T — 5) + sin (;T — gp) sin (;T — 5) cos () ,

0 =sinysind + cos p cosd cost.

a tedy

Déle si vyjadiime hodinovy tihel pti vychodu, resp. zapadu Slunce
cost = —tan¢tand.
Nyni si staci uvédomit, ze délka bilého dne je A = 2t. Vyjadiime tedy
A = 2arccos (— tan ¢ tand) .

Konecné vyjadiime do tvaru, ktery nam bude uziteény v nasledujici ¢asti

t
O = arctan(— o8 > .

tan o

c) Z délky bilého dne, kterou jste namérili v ¢asti a), urcete zemépisnou sirku mista pozorovéni,
pomoci vysledku z ¢asti b). Nezapomernte uvést odhad nejistoty. Deklinaci Slunce v den méfeni si
muzete najit.

d) Zméite délku trvani jednoho zdpadu Slunce, tedy ¢as mezi okamzikem kontaktu horniho a dolniho
limbu s obzorem. Uvedte misto pozorovani a fotografii.

e) Odvodte vztah pro rozdil ¢asu mezi hornim a dolnim kontaktem Slunce.
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Podobné jako v ¢asti b) miuzeme vyjadiit hodinovy thel horniho kontaktu ¢,

sin p — sin ¢ sin d

costy =
COS (P COS O

a dolnifho kontaktu ) . .
—sinp — sin @ sin d

costy =
COS (P oS §

Rozdil ¢asu mezi dolnim a hornim kontaktem pak bude

—sin p — sin psin § sinp—sincpsiné) 12h
—.

T = | arccos — arccos
COS ( COS O COS ( COS O

f) Urcete zemépisnou sitku pozorovatele dosazenim métené délky zéapadu do teoretického vztahu.
Vyslednou rovnici feste graficky, naptiklad pomoci Desmos nebo Geogebra. Nezapomente na odhad
nejistoty méreni.

Nakreslime si graf zavislosti 7 na ¢ spolec¢né s konstantni funkei vysledku méreni. Prisecik
kiivek bude Teseni.

5 T T T T T
§=0°
§ = -23.50 oo
Vysledek méreni -

4.5 | A

Délka zapadu slunce [min]

0 10 20 30 40 50 60

Zemeépisna Sitka [°]

g) Diskutujte vliv atmosférické refrakce a redlného horizontu, porovnejte vysledek ziskany z délky
dne s vysledkem urcéenym pomoci délky zapadu. Zamyslete se nad tim, co jsou podstatné zdroje
nejistot méreni a zkuste navrhnout, jak by slo experiment vylepsit za ticelem zmenseni nejistot.
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Refrakce prodluzuje den, tudiz v prvni ¢asti vlivem zanedbani dostaneme o trochu vyssi
zemépisnou Sitku. Redlny horizont je ale vys nez h = 0°, coz naopak zkracuje délku
dne a snizuje vyslednou zemépisnou sitku. V druhé c¢asti by k prili§ vyrazné chybé dojit
nemélo. Refrakce délku zapadu Slunce trochu prodluzuje, zatimco redlny horizont jde
zase proti. Pokud by ale vliv vyssiho horizontu byl vétsi nez vliv refrakce, doslo by také
k prodlouzeni délky zapadu. Porovnani vysledkii a diskuze chyb .
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