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Teoreticka cast

Kratké ulohy
A SN Primo

(maz. 7 bodi)

Supernovy typu la se v astronomii pouzivaji jako takzvané ,standardni svicky“. To znamend, zZe
jsme schopni velmi presné urcit, jaka je absolutni hvézdnd velikost daného jevu. V této tloze se
podivame na jednu z nejvzdalenéjsich supernov tohoto typu, kterda byla pozorovana na cerveném
posuvu z = 1,55. Svételnou kiivku této supernovy prezdivané SN Primo mizete vidét na obrazku 1.
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Obrazek 1: Svételné kiivky supernovy SN Primo. Filtry F125W(J) a F160W (H) odpovidaji filtram V a R
v klidové soustavé supernovy. Prevzato z Steven A. Rodney et al 2012 ApJ 746 5(Upraveno).

U supernov typu la existuje silnd korelace mezi absolutni hvézdnou velikosti M.« v maximu a po-
klesem Amys pozorované hvézdné velikosti 15 dni po maximu v klidové soustavé supernovy.

a) Urcete ¢iselnou hodnotu parametru Amy;(V') pro SN Primo. [2,0 b]

Doba 15 dnu je z kosmologického hlediska zanedbatelnd a muzeme tedy zanedbat jevy
spojené s rozpinanim vesmiru béhem erupce. Délka intervalu tak bude roztazena béhem
letu signalu od zdroje k pozorovateli o 1/a = 1 + z a parametr Amy5(V) tedy musime
zmeérit v case

ths = (1+ 2)t15 = 38,3d
po pozorovaném maximu. Jednoduchym oznacenim maxima v grafu a odectenim poza-

dovaného poklesu dostavame
Am15(V) = 0,8 mag .
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Z parametru Amg5(V') je teoreticky mozné odvodit absolutni hvézdnou velikost maxima, ale v praxi
se Castéji pouziva pokles Amys(B) ve filtru B. Z néj muzeme odvodit absolutni hvézdnou velikost ve
filtru V' pomoci vztahu [Folatelli et al.(2010))

Minax (V) = =19,12 + 0,95(Amys(B) — 1,1) .

b) Vypoctéte fadové zafivy vykon supernovy ve viditelném spektru v maximu L.« (V) v jednot-
kach zatrivého vykonu Slunce Lg. Pro SN Primo byla fitovanim svételné kiivky odvozena hodnota
Amys(B) = 1,05mag. [2,0 b]

Jednoduchym dosazenim do vztahu ze zadani dostaneme absolutni hvézdnou velikost
supernovy
Mpax (V) = —19,2mag .
Porovname zarivy vykon Slunce se zafivym vykonem supernovy pomoci Pogsonovy rov-
nice
L

Mmax<v) - Mbol,@ - _275 log <L> )
©

po upravé dostavame

L a0~ M (V) = 3,66 - 107,
O]

a tedy L ~ 10°L,.

c) Spocitejte soucasnou vzdéalenost d ke galaxii, v niz byla SN Primo pozorovana. Vysledek uvedte
¢iselné v Gpe. [3,0 b]

7, grafu vycteme vizualni hvézdnou velikost supernovy v maximu
Mmax (V) = 24,3 mag .
Pomoci Pogsonovy rovnice miizeme dale psat

D
Minax(V) = Mmax(V) 45 — 5log p%; :

kde Dy, znaci tzv. luminozitni vzdalenost. Po tpravé pro ni dostavame

DL — 100,2(mmax(V)+57]\/[maX(V)) )

Z Dy, muzeme vyjadrit soucasnou vzdalenost pomoci ¢erveného posuvu jako

d DL 10072(mmax(V)+5*Afmax(v))
14z 1+ =z
Ciselné dostavame
d=1,85Gpc.
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B Koronalni hmotnost

(maz. 8 bodu)
V této uloze bude vasim tkolem odhadnout hmotnost K korony, nejvnitinéjsi a nejjasnéjsi casti
slunecni atmosféry. Ta sviti bilym spojitym svétlem, které vznikda Thomsonovym rozptylem zatreni
z povrchu Slunce na volnych, extrémné horkych elektronech. Naptiklad béhem tuplného zatméni
Slunce lze zméfit, ze zafivy vykon K korony je L ~ 107%Lg), kde L je zafivy vykon Slunce. Pro
jednoduchost v této tloze uvazujte K koronu jako opticky i geometricky tenkou slupku plazmatu
(elektront a protonu) s polomérem R = 2R, kde R je polomér Slunce.

Elektricka slozka zatfeni z povrchu Slunce urychluje elektrony v koroné, které nasledné jako urychlené
naboje vyzaruji s primérnym vykonem

e2a?

p="2 (1)

6megcd
kde e je naboj elektronu, a primérné zrychleni, ¢y permitivita vakua a ¢ rychlost svétla ve vakuu.
Déle se vam muze hodit, Ze zareni s primérnou intenzitou elektrického pole E vytvarii tok energie
(hustotu zarivého toku)
® = cegE”. (2)
Spocitejte celkovou hmotnost K korony, tedy elektronti, které zptisobuji rozptyl, ale i protont.

Zrychleni elektronu v elektrickém poli je
F el
Q= = — s
me me
kde m, je hmotnost elektronu a F' elektrickd sila zodpovédna za zrychleni. Primérnou
velikost elektrické intenzity vyjadiime z rovnice (2) jako

cey
Dosazenim do rovnice (1) dostaneme vykon jednoho elektronu
e'E? eld

P pu— pu—
3m2 2 4m2
b6repc’ms  6megetmy

Hustotu zarivého toku Slunce urc¢ime jako

Lo Lo
AT(2R.)?  167R%
Celkovy vykon K korony je pak roven

b =

M
L=NP=—P,
mp
kde N je pocet elektronti v K koroné, m, hmotnost protonu a M celkovd hmotnost
K korony, kterou vyjadiime jako
A mpL . L67Tegc4mg _ 6megctmimy, L - 16T R _ 96m2egctmim,R% L
P P etd e*Le et Ly’

¢iselnd tedy M =6 - 10* kg.
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C Zavod s casem

(maz. 10 bodi)

Primarni kosmické zareni (prevazné protony) dopadéd na horni vrstvy atmosféry Zemé, kde pii sraz-
kach s jadry atomu vznikaji sprsky sekundarnich ¢astic, mimo jiné piony, které se rychle rozpadaji
na miony. Tyto miony vznikaji ve vyskach priblizné 10 az 20 km nad zemskym povrchem, pro zjed-
noduseni ale predpokladejte, ze vsechny vznikaji v jediné efektivni vysce hy = 15km. Uvazujte, ze
se vsechny miony pohybuji kolmo k zemskému povrchu smérem dolt rychlosti v = 0,998¢, kde ¢ je
rychlost svétla ve vakuu, a jejich klidova doba zivota je ) = 2,2 us.

Urcete, jaka cast miont dosdhne hladiny more h; = Om, a odhadnéte pomér toku miont ve vysce
ho = 8849 m Mount Everestu k toku na hladiné more. Predpokladejte, ze zeslabeni toku je zptisobeno
pouze radioaktivnim rozpadem miont.

Pokud bychom k situaci pristupovali klasicky, bez relativistickych efektii, vyslo by, ze
témér zadné miony k hladiné more nedorazi. Doba letu mionu z vysky hg = 15km by
byla prosté

Klidova doba Zivota mionu je 79 = 2,2 us, takze podil miont <, které cestu pieziji, je

No’
podle klasické fyziky ’

N e300
_— = ™ = 2 —= . .
No e e ,

K hladiné mote by tedy dorazil priblizné jeden mion z deseti miliard, tedy prakticky
zadny!
Vzhledem k vysokym rychlostem mionti je ale nutné uvazovat relativistické efekty. Na

situaci se lze divat dvéma zpusoby: z pohledu pozorovatele na Zemi nebo z pohledu
leticiho mionu.

Zkusme to nejdrive z pohledu pozorovatele na Zemi. Podle zakona rozpadu pocet mionu
N klesa exponencialné s casem. V case t zbyva z ptuvodniho poctu Ny miontu

N(t) = Nye ™+,

kde 7 je stredni doba zivota mionu v soustavé spojené se Zemi, nikoliv klidova doba
zivota 1y v jeho vlastni soustaveé. Vzhledem k vysoké rychlosti mioni je tato doba zivota
prodlouzena podle relativistického vztahu pro dilataci ¢asu

1
2
V- 2
je Lorentztiv gamma faktor. Z pohledu pozorovatele na Zemi muzeme nejprve urcit casy
letu miont. Doba letu na hladinu mote je

T=79T, kde = = 15,8

Chg— My

v

]
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a doba letu na vrchol Mount Everestu je

t2:h0;h2.

Po uplynuti ¢asu t; zbyva N(h;) mionu
ho—h

N(hi) = Nye~ % = Nye v = 0,24 Ny,

analogicky lze spoc¢itat pocet prezivsich miont N (hy) na vrcholu Mount Everestu. Pomér
poctu prezivsich miont na vrcholu Mount Everestu a na hladiné mote je

t
N<h2) 6_72 t]—to hg—hy
= = e T = e Y770 = 2’3 .

Ekvivalentné bychom mohli ilohu Tesit z pohledu leticiho mionu. V této soustavé je mion
v klidu, takze jeho doba zivota je rovna klidové hodnoté 7y. Naproti tomu atmosféra
a Zemé se pohybuji vzhledem k mionu rychlosti v. Vzdalenost mezi mistem vzniku mionu
a zemskym povrchem je proto v této soustavé zkracena vlivem relativistické kontrakce
délek. Zkracena vzdalenost k hladiné more je

ho — hy
gl

=

a analogicky bychom napsali vztah pro vzdalenost k vrcholu Mount Everestu hj. Cas, za
ktery Zemé urazi tyto vzdalenosti rychlosti v, je roven

t = hill
1 )
v
obdobné t},. Po uplynuti ¢asu t| zbyva z puvodniho poc¢tu Ny miont

/7
31

N(hl) = Noe_% .
Obdobny vztah piseme i pro N(hsy), pro jejich pomér tedy vyjde

N(h1)

Vidime, ze vysledné vztahy jsou stejné jako ty, co ndm vysly, kdyz jsme tulohu resili
z pohledu pozorovatele na Zemi, c¢iselné vysledky samoziejmé také.
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D Ring of fire

(maz. 10 bodi)

V této uloze se podivame na tuplné zatméni Meésice z pohledu pozorovatele, ktery se nachazi na
povrchu Mésice (polomér Ry = 1737km). Uvazujme jedno konkrétni zatmeéni, kdy se Mésic nachézi
v perigeu své drahy (ve vzdélenosti r = 358 800 km od Zemé) presné na ose zemského stinu, tedy na
spojnici Slunce-Zemé. I kdyz jsou v takovéto konfiguraci vSechny primé paprsky od Slunce k Mésici
(které by ho za normalnich okolnosti osvétlovaly) geometricky blokovany Zemi, presto lze Mésic
v uplné fazi zatméni ze Zemé pozorovat, a to diky ohybu slunec¢nich paprski v zemské atmosfére.
Ve zbytku ulohy predpokladejme, ze atmosféricka refrakce u horizontu pro pozorovatele na povrchu
Zemé pri hladiné mote ¢ini p = 35,4 arcmin. Uvazujte, ze polomér Zemé je roven Ry = 6 378 km.

Astronomové zmérili, ze plosnd hvézdna velikost mési¢niho disku v oblastech kolem stfedu v uplné
fazi daného zatméni dosahuje prumérné hodnoty pu = 16,1 mag na jednu thlovou vtefinu ¢tverecni
povrchu disku. Predpokladejme, Ze hvézdna velikost mésicniho disku v upliku v perigeu je rovna
m, = —12,9 mag a Ze jeho pozorovana plosna jasnost je rovnomérna. Uvazujme pozorovatele, ktery se
nachazi na povrchu Mésice na spojnici Slunce-Zemé-Mésic. Hvézdna velikost Slunce pro pozorovatele
na Meésici je ms = —26,7mag. Predpokladejme rovnéz, ze v dobé zatméni se Zemé nachézela ve
vzdélenosti az = 1,496 - 107 m od Slunce (které méa polomér Re = 6,963 - 108 m).

a) Urcete celkovou hvézdnou velikost mping prstence, na ktery se z pohledu tohoto pozorovatele
zobrazi Slunce v maximalni fazi Gplného zatméni Mésice. Vysledek uvedte ¢iselné v mag. [4,5 b]

Vypoctéme nejprve plosnou hvézdnou velikost u, Mésice v uplnku. Oznacime-li jako
Q ~ 7(Ry/r)? prostorovy tihel, ktery na obloze vytind mési¢ni disk, potom miZeme psét

arcsec? arcsec

Ly = My + 2,5log = 3,34 mag.
Pomér plosnych jasnosti mésiéniho disku béhem tplného zatméni a béhem tpliku je
roven pomeéru osvétleni dané ¢asti mésicniho povrchu béhem zatméni a uplnku, a tedy
poméru pozorovanych jasnosti Slunce v téchto dvou situacich. V tec¢i hvézdnych velikosti
tedy mizeme psat
U — Hu = MRing — Mo,

neboli

MRing = Mo + (1 — pu) = —13,9mag .

Prstynek je tedy o néco jasnéjsi nez mésiéni uplnék pozorovany ze Zemé.

b) Urcete ndsobek x povrchu slunecniho disku, ktery tento pozorovatel v principu muze vidét. Jinymi
slovy: urcete nasobnost x optického zobrazeni, které vlivem refrakce paprskit v atmosfére Zemé
zobrazuje slunecni disk do stfedu meési¢niho disku. Jako vysledek uvedte realné ¢islo v intervalu

(0,00). [4,5 b]

Ozna¢me o = Ry /az = 16,0 arcmin thlovy polomér Slunce pro pozorovatele na Mésici
(ten je priblizné roven tihlovému poloméru pro pozorovatele na Zemi). Ozna¢me rovnéz
ay = Ryz/r = 61,1arcmin dhlovy polomér Zemé pro pozorovatele na povrchu Mésice.
Uhel, o ktery se paprsky od Slunce zlomi v zemské atmosféfe, zavisi na kolmé vzdalenosti

6/ 22



SLEZSKA . _ Ny
Astronomicka UNIVERZITA Ceska astronomicka spole¢nost
olym pié da FYZIKALNI USTAV Www.astro.cz

v OPAVE olympiada.astro.cz
Finale 2025/26, kategorie AB (3. a 4. ro¢nik SS) — FeSeni
L

q = Q.g = dq
..................................................... u’“

Obrazek 2: Ilustrace lomu slunecnich paprskil v zemské atmosfére. Znazornén je paprsek, u kterého
dochazi k maximalnimu lomu (o thel 2p).

paprsku od stfedu Zemé (tzv. impaktparametru). Uhel lomu se tedy miize ménit od 0
(paprsky prochdzejici mimo atmosféru Zemé) az po 2p (paprsky, které se skoro dotknou
povrchu Zemé, viz situace na obrazku 2). Jelikoz je atmosféra Zemé zaroven velmi tenka
ve srovnani s polomérem Zemé a také mame ag,azy < 1, mizeme priblizné uvazovat,
ze se vsechny paprsky lamou ve vzdalenosti Ry od sttedu Zemé v bodé lezicim smérem
kolmo na spojnici Slunce—Zemé-Meésic.

Vidime, zZe okraj slunecniho disku se zobrazi na vnéjsi okraj prstence, ktery bychom
pozorovali kolem Zemé z povrchu Mésice. Vnitini okraj prstence je omezen povrchem
Zemé a mohou ho tedy tvorit paprsky, které se zlomily nanejvys o tihel 2p. Jelikoz ¢iselné
mame 0 < 2p — az < g, pochdzeji tyto paprsky z opacné éasti slunecniho disku (viz
nakres na obrazku 2). Kruhovou oblast slune¢niho disku o poloméru v = 2p — az tedy
pozorovatel na povrchu Mésice vidi dvakrat. Odtud dostaneme

"’ (2p — az)?

r=1+—%5=1+—5—"=137.
ag ag

c¢) Uvedte alespon jeden validni divod, pro¢ je pozorovana jasnost mési¢niho disku béhem tplného
zatméni Mésice pti pohledu ze Zemé vyrazné nizsi nez pii uplinku. [1,0 b]

Jelikoz vysledkem predchozi podulohy je, ze pozorovatel vidi slunecéni disk vice nez jed-
nou, pozorovana hvézdna velikost mgin, prstynku by naivné méla byt vétsi nez me, a méli
bychom tedy Mésic pozorovat jasnéjsi béhem zatméni nez béhem uplitku. Ve skutec¢nosti
ale vlivem extinkce v zemské atmosfére dochazi k vyraznému zeslabeni paprski, které
Mésic osvétlujil Vyznamnou roli pak hraje i samotny zpiisob lomu paprskil v zemské
atmosfére: jelikoz hustota atmosféry (a tedy i index lomu) s vyskou nad povrchem Zemé

! Abychom ziskali odhad velikosti tohoto zeslabeni, miizeme napi. zjistit hvézdnou velikost Slunce pii zdpadu
nebo vychodu pro pozorovatele na Zemi. Hodnoty se pohybuji okolo —19mag, coz dava extinkci priblizné 7mag.
Paprsky dopadajici na Mésic zlomené o thel 2p tedy podléhaji extinkci okolo (7 4+ 7) mag = 14 mag, coz priblizné
odpovid4 zeslaben{ pozorovanému v ¢asti a). Pro presnéjsi vypocet vlivu extinkce by bylo tfeba uvazit, Ze obraz Slunce
pozorovany na Meésici se sklada z paprski, které prosly v riznych vyskach nad povrchem Zemé, a tedy podléhaly rizné
mite extinkce.

7/ 22



SLEZSKA “ . .y Ny
Astronomicka UNIVERZITA Ceska astronomicka spole¢nost
olym pié da FYZIKALNI USTAV Www.astro.cz

V OPAVE olympiada.astro.cz

Finale 2025/26, kategorie AB (3. a 4. ro¢nik SS) — Feseni

klesa, paprsky prochazejici dale od povrchu Zemé se lamou méné. Uvazime-li tedy kon-
gruenci blizkych paprskt vychézejicich z jednoho bodu na povrchu Slunce pod blizkymi
uhly, ma zobrazeni atmosférou Zemé rozbihavy efekt, coz mé za nasledek dalsi zeslabeni
obrazu Slunce pozorovaného z povrchu Mésice. Naopak (a mozna ponékud prekvapive)
nehraje roli fakt, ze Zemé geometricky blokuje primé paprsky od Slunce k Mésici.

Dlouhé tulohy
E Kdy budu doma?

(maz. 20 bodi)

Po tspésném pozorovani uplného zatméni Slunce na Islandu Vojta nasedl 14.08.2026 do letadla
z Reykjaviku (se zemépisnou sitkou ¢r = 64,13°s.8. a zemépisnou délkou A\g = 21,94° z.d.) do Prahy
(se zemépisnou Sitkou ¢p = 50,11°s.8. a zemépisnou délkou Ap = 14,26° v.d.). Letadlo vzlétlo v 19:41
mistniho ¢asu (GMT+0).

Az v letadle ve vysce H = 11,89km si Vojta uvédomil, ze nevi, v kolik hodin pfistane v Praze.
V case t;, = 69 min po startu vsak z letadla pozoroval zédpad Slunce (které pro néj do té doby bylo
nad obzorem). Ze Stellaria zjistil nasledujici informace o poloze Slunce v moment startu z Reykjaviku:

o deklinace byla s = 14,13°,
» vyska nad obzorem byla ag = 11,72°,
o hodinovy thel byl hg = 06" 09™.

Na zakladé téchto idaji pomozte Vojtovi urcit, za jak dlouho po pozorovaném zapadu Slunce ptistane
letadlo v Praze. Vysledek mu staci védét s presnosti +5 minut.

Predpokladejte, ze se letadlo pohybuje konstantni rychlosti po hlavni kruznici spojujici Reykjavik
s Prahou. Atmosférickou refrakci u horizontu uvazujte p = 35. Zemi povazujte za idedlni kouli.
Uvazujte rovnéz, ze deklinace dg Slunce se béhem letu neméni.

Napovéda: pri feseni ulohy by se vam mohly hodit nasledujici vztahy platné v obecném sférickém
trojuhelniku se stranami a, b, ¢ a protilehlymi thly «, 3, 7:

sina __ sinb __ sinc . %
Sne = smp = sy (sinova véta)
cosc = cosacosb+ sinasinbcosy, (kosinova véta)
cosasinc = sinacosccos f + sinbcos a. (pravidlo s péti parametry)

a) Urcete thlovou vzdalenost o mezi Reykjavikem a Prahou (definujeme jako thel sevieny polopiim-
kami vedenymi ze stfedu Zemé smérem k Reyjkjaviku a k Praze). Jaka je odpovidajici vzdélenost d
Reykjaviku od Prahy po povrchu Zemé? Vysledky uvedte ¢iselné ve stupnich a v kilometrech. [2,0 b]

Uhel a lze uréit ze sférického trojuhelniku NP-Reykjavik-Praha (zkratka NP znaci severni
pdl) jako

cos v = sin ¢g sin ¢p + cos ¢r cos Pp cos A\,
kde dosazujeme AX = Ap — A = 36,20°. Ciselné dostaneme o = 23,62°. Pro vzdalenost
obou mést po povrchu Zemé pak dostaneme d = Rya = 2630 km, kde Ry = 6 378 km je
polomér Zemeé.
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- e S e L,

Obrazek 3: Parametrizace drahy letadla.

Kdyz Vojta vidi stied slunec¢niho kotouce presné na svém pozorovaném horizontu (v case t;, od
startu), nachazi se Slunce ve skute¢nosti uz pod matematickym horizontem (ten definujeme jako
hlavni kruznici se stfedem v zenitu pozorovatele).

b) Urcete tuto hloubku y. Vysledek uvedte ¢iselné ve stupnich. [1,0 b]

Vojta se nachazel H = 11,89 km nad povrchem, vidél tedy o tithel v pod obzor. I refrakce
mu dovoluje vidét pod obzor, a to o dodatecny tihel p. Pokud ma Zemé polomér Ry, pak

v uré¢ime ze vztahu
Mz - 00081
CoSY = ——— = ,
RZ +H ’ )

odkud dostaneme v = 3,50°. Mame tedy x = v + p = 4,08°.

K uréeni casu t, zbyvajictho od pozorovani zdpadu Slunce do pristani budeme potiebovat zjistit
uhlovou rychlost w letadla vii¢i Zemi. Pomoci ni bude mozné urcit souradnice letadla v zavislosti na
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case pozorovani t;, po startu z Reykjaviku, tedy jeho zemépisnou délku A, a zemépisnou sitku ¢y,
respektive rozdil A, = A\, — AR.

c) Napiste vztah pro hodinovy thel Ay, Slunce, ktery by Vojta naméril v ¢ase ¢y, po startu z Reykjaviku
z mista, kde pozoruje zapad Slunce. Vysledek uvedte obecné pomoci hr, AAp a ty,. [1,0 b]

Hodinovy tihel uréime z poc¢atecniho hodinového thlu Ay, zmény v zemépisné délce A\y,
a rozdilu pozorovacich cast ¢y, jako

A
hy, = hg + 1L + .
L R e 7h
Vysku a;, = —x Slunce nad matematickym horizontem, kterou by Vojta naméril z mista se sourad-

nicemi ¢, a Ay, v Case ty, po startu z Reykjaviku, mtzeme alternativné urcit prevodem z rovnikovych
soutadnic (ds, hy,).

d) Napiste obecny vztah pro sinay,. Vysledek uvedte obecné pomoci hg, t1,, ds a zemépisnych sou-
radnic ¢r, A\, Vojty v ¢ase 1. [2,0 b]

Vysku nad obzorem muzeme urcit z kosinové véty v trojihelniku zenit—-NCP—Slunce (kde
NCP znadi severni svétovy pol) jako

sin ay, = sin dg sin ¢r, + cos ds cos ¢r, cos [A)\L + (hg + tL)15°/h} . (3)
e) Urcete azimut 8 Prahy pro pozorovatele v Reykjaviku (¢iselné ve stupnich). Azimut méfime
smérem od severu. [1,5 b]

Vyuzijeme sféricky trojihelnik NP-Reykjavik—Praha (viz obrazek 3). Ze sférické sinové
véty muzeme psat vztah

sin awsin f = sin A\ cos ¢p (4)
odkud spocteme sin § = 0,945 2. Jelikoz zemépisna sitka Prahy je mensi nez zemépisna

sitka Reykjaviku, je zfejmé, ze azimut musi vyjit v kvadrantu 90° < § < 180°. Dostaneme
tedy 5 = 109,1°.

f) Odvodte obecné vztahy pro vyrazy sin ¢r,, cos ¢, cos AN, a cos ¢r, sin A\, pomoci velidin w, ty,, ¢r

a (5. [3,0b]

Tentokrat vyuzijeme sféricky trojihelnik NP-Reykjavik-letadlo (opét viz obrazek 3). Ze
sinové véty nejprve piseme

cos ¢, sin A\, = sinwty, sin 3.
Déle miizeme psat kosinové véty
sin ¢, = sin ¢g coswty, + cos ¢ sin wty, cos 3, (5a)

cos wly, = sin ¢y, sin ¢r + cos @1, cos Pr cos A\, , (5b)
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kde dosazenim za sin ¢y, z (5a) do (5b) (nebo pouzitim pravidla s péti parametry) dosta-
neme vztah

cos ¢r, cos A\;, = cos wiy, cos or — sin ¢g sin wiy, cos 3. (6)

Celkem tedy mame vztahy

sin ¢, = sin ¢g cos wty, + cos ¢ sin wty, cos 3, (7a)
cos ¢r, sin A)\p, = sinwty, sin 3, (7b)
cos ¢, cos AN, = coswty, cos ¢r — sin ¢g sin wty, cos 3. (7c)

g) Vztah pro sinay, z ¢asti d) prepiste do tvaru

sinar, = f(ds, ¢r, hr, tr,) coswty, + g(ds, Pr, hr, t1,, ) sinwty, . (8)

Napiste obecné vysledky pro koeficienty f a g v terminech proménnych ds, ¢r, hr,tr, a 5. Urcete
rovnéz ¢iselné hodnoty f a g. [4,0 b]

Pro tcel dal$ich manipulaci se ndm bude hodit vztah (3) pro sinaj, prepsat pomoci
souctového vzorce pro kosinus jako

sin aj, = sin dg sin ¢, + cos dg {cos ¢1, cos AN, cos(hg + t1) 1io +

— cos ¢, sin A\ sin(hg + t1,) %} ) 9)

Vsimnéme si, ze zemépisné soutadnice Vojty v case t, vystupuji pouze v kombinacich
sin ¢, cos ¢r, cos AN, a cos ¢r, sin AAp. Dosazenim vztahi (7a), (7b) a (7c) do (9) ziskdame

f = sin dg sin ¢r + cos ¢r cos g cos T = 0,0784 ,

g = (cos ¢g sin dg — sin ¢ cos ds cos 7) cos § — cos dg sin 7 sin f = —0,9939 ,
kde jsme oznadili 7 = (hg + t1,) 12",

h) Hodnotu tdhlové vzdalenosti wt;, od Reykjaviku mista, odkud Vojta pozoroval zapad Slunce,
naleznéte jako ¢iselné feseni rovnice (8). Vysledek uvedte ve stupnich. Napiste také ¢iselnou hodnotu
tthlové rychlosti w letadla (ve stupnich za hodinu). Dopocitejte rovnéz ¢iselné hodnoty zemépisnych
souradnic ¢, a A, (ve stupnich). [4,0 b]

Rovnici (8) nejprve prepiseme do tvaru
= sin & cos wty, + cos & sinwty, = sin(wty, + £),

kde parametr £ je definovan vztahy

f g .
R = —0,99690.
/f2 92

v

siné = = 0,07865, cosé =
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Vidime, ze & musi lezet v kvadrantu 90° < & < 180°, takze dostaneme & = 175,490°.
Muzeme tedy psat (pro wty, oCekdvame feseni v kvadrantu 0° < wty, < 90°)

wty, = —& + arcsin AL > = 8,603°.

S
VIt+y
To déva w = 7,480° - h™!. Pravé strany vztahu (7a), (7b) a (7c) pak lze vy¢islit jako
sin ¢y, = 0,868 35,
cos ¢, sin A\, = 0,141 38,
cos ¢, cos AN, = 0,475 37,

odkud dostaneme Teseni ¢, = 60,27° a A\ = 16,56°. Vojta tedy pozoruje zapad Slunce
na misté se souradnicemi (¢r, A\,) = (60,27° 5.8, 5,38° z.d.).

i) Urcete zbyvajici dobu ¢, letu. Vysledek uvedte ¢iselné¢ v minutach. [1,5 b]

Pro zbyvajici dobu letu mizeme psat

(0]
z(:r:*_tLa
w

¢iselné dostaneme t, = 120 min.

Alternativni reseni tilohy pomoci analytické geometrie: Nejprve napisme vztah pro hodinovy thel hg
Slunce, ktery by naméril pozorovatel v Greenwich (A = 0°) v case ty,, kdy Vojta z letadla pozoruje
zapad Slunce. Tento hodinovy tihel ur¢ime z pocatecniho hodinového tihlu hr, zemépisné délky
Reykjaviku AAgr a rozdilu pozorovacich casii ty, jako

AR
15° /h

hag = hg + tr, — = 131,44° .

Nyni miizeme zavést Earth-centered, Earth-fixed (ECEF) systém souradnic, ktery nam umozni pre-
vést zemépisné souradnice na 3D vektory. Budeme ho definovat tak, ze pocatek lezi ve stredu Zemé,
osa x miri smérem k (A =0°, ¢ =0°), osay k (A =90°, ¢ = 0°) a osa z k severnimu pélu (¢ = 90°).
Napisme vztahy pro prevod souradnic (X, ¢) na (x,y, z) v systému ECEF za predpokladu, Ze budeme
uvazovat jen vektory lezici na kouli o poloméru 1. Dostaneme

(x,y,2) = (cos A cos ¢, sin \ cos ¢, sin ¢) . (11)

Vycisleme také jednotkové vektory S, (smér od stredu Zemé ke Slunci v dobé, kdy Vojta pozoroval
zapad Slunce), R (smér od stredu Zemé k Reykjaviku) a P (smér od stredu Zemé k Praze) v soustavé
ECEF. Po dosazeni do vyse odvozeného vztahu (11) dostaneme

R = (0,40473, —0,16303, 0,899 79) ,

—

P = (0,62156, 0,15797, 0,767 28) .

Pro pozici Slunce je dilezité si uvédomit, Ze d0g odpovida zemépisné sitce, nad kterou se Slunce
nachazi, a hg odpovida zaporné zemépisné délce. Dostaneme pak

S, = (—0,64181, —0,72697, 0,24412) .
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Vojta se pohybuje po hlavni kruznici, cela jeho trasa tedy lezi v jedné roviné definované koncovymi
body cesty a stredem Zemé. Vojtovu pozici tedy miizeme parametrizovat jako pohyb po kruznici.
Parametrizujme nyni pozici bodu pohybujiciho se po jednotkové kruznici v roviné z = 0 jako

(l’,y,Z) = (fl(p)ﬂgl(p)vo)a

kde p je tihel mezi smérem k bodu a osou x, méreny v protisméru hodinovych rucicek. Pokud mame
zadané bdazové vektory €, = (1,0,0), €, = (0,1,0) a €, = (0,0, 1), prepiSeme tento vztah jako

(z,y,2) = fa(p)er + g2(p)éy + ha(p)e-

Skutecné pro pohyb po kruznici miiZzeme psat

(,y,2) = (cos p,sinp,0).
Do bazovych vektorii Ize tento vysledek rozlozit jako
(x,y,2) =€zcosp+é,sinp+0-e,.

Tento vztah plati pro libovolné kolmé béazové vektory pro pohyb z pozice €, smérem k pozici é,.
Miizeme tedy parametrizovat pohyb po kruznici i mimo rovinu z = 0. Jelikoz chceme popsat Vojtovu
cestu z Reykjaviku do Prahy, nabizi se jako €, zvolit vektor Ra Jako €, jednotkovy vektor T ko]my

na R a miFici ve sméru k P (a tedy i lezici v roviné urcené Ra P) Vyjadreme nyni T pomoci «, P
a R. Bude se ndm hodit vektorové identita

ax (bxd) = (a-ab—(a-b)e.
Jelikoz chceme ¢dst vektoru P kolmou na ]?2, miiZeme od P odecist jeho projekci na _]:? Tim se zbavime
vsech komponenti ve sméru R a musi nam tedy zbyt jen komponenty kolmé na R. Piseme tedy
7 P—(P-R)R _ P — cos(a)R _ P — cos(a)R
IP=(P-R)E| ||P - cos(o)R| sin()

Alternativné bychom mohli najit kolmici na RaPa poté kolmici na tento vektor a R. Tim dostaneme
vektor kolmy na R a na normalu roviny definované R a P, tedy

7 R x (P x R) B (R-R)P—(R-P)R 7ﬁ—cos(oz)f_i)
IR x (PxR)|| [(R-R)P—(R-P)R| sin(a)
Numericky dostaneme T = (0,62579, 0,76707, —0,14258). Vztah pro zenitovou vzdalenost zy, Slunce,

kterou Vojta pozoruje, zapiseme ve tvaru

cosz, = f(R,T,S,) coswty, + g(R, T, S,) sinwty, . (12)

Skutecné miizeme zkombinovat vysledky predchozich podiiloh a ziskat vztah pro Vojtovu polohu
V(wty,) jako
V(wty) = Rcoswty, + T sinwty, .

Tento vektor soucasné miri ve sméru Vojtova zenitu. Zenitovou vzdalenost tedy miizeme urcit jako
tthel mezi V (wty,) a S,, neboli

cos 2z, = sinag, = V(wty) - S, = (R - S,) cos(wty,) + (T - S,) sin(wt,) .

—

Pak f(R,T,S,) = R-S, =0,0784 a g(R,T,S.) =T -S. = —0,9941. Resenim rovnice (12) urcime
w, zbyvajici ¢as letu t,, a souradnice ¢y, a \p,, ze kterych Vojta zapad Slunce vidél. Postupujeme jiz
stejné, jako v ¢dstech h) a i).
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(mazx. 25 bodi)

Na zac¢atku 20. stoleti Albert Einstein pfisel s revoluéni myslenkou — obecnou teorii relativity (OTR),
kterd popisuje gravitaci nikoli jako silu, ale jako zaktiveni prostorocasu zptisobené pritomnosti hmoty
nebo energie. O vice nez sto let pozdéji jsou predpoveédi OTR stale testovany s pozoruhodnou pres-
nosti, pricemz jednim z jejich nejpozoruhodnéjsich dusledki je existence gravitacnich vin — vlnéni
prostorocasu vytvareného hmotnymi kompaktnimi zrychlujicimi objekty, jako jsou napf. binarni sys-
témy cernych dér nebo neutronovych hvézd. Vzajemnd vzdalenost, ve které tyto objekty obihaji, se
v disledku vyzarovani energie pomoci gravita¢nich vin zmensuje, dokud nedojde ke splynuti objekti.
Gravitacni viny byly poprvé ptimo detekovany v roce 2015 observatori LIGO, pozdéji doplnénou ev-
ropskym detektorem VIRGO pro lepsi triangulaci zdroju a analyzu signalu a v roce 2020 i japonskou

Vv

je jejich frekvence tésné pred splynutim objektt. Jejim vypoctem se budeme v této tloze zabyvat.

Dle OTR muzeme popsat gravitaci tzv. Einsteinovymi polnimi rovnicemi. Prvni pfesné a nejjedno-
dussi feseni Einsteinovych rovnic poskytl Karl Schwarzschild pouhych 20 dni po zverejnéni Einstei-
novy prace o obecné relativité. Schwarzschildova metrika, jak se feSeni nazyva, popisuje geometrii
prostorocasu vné jednoho sféricky symetrického, nerotujicitho, nenabitého télesa, jako je napriklad
cerna dira. Jak uvidime nize, analyza pohybu téles v takovémto prostorocasu nas privede k odvozeni
vztahu pro maximalni frekvenci gravitacnich vin, kterou namérime pred splynutim slozek bindrniho
systému tvoreného ¢ernymi dirami.

Uvazujme ale nejprve pohyb v klasické mechanice. Konkrétné abychom usnadnili popis pohybu téles v
obecném centralnim poli, zavadime takzvanou efektivni potencialni energii Veg(7), ktera je definovana
vztahem

1
E = §mvr2 + Veff(r) , (1)

kde F = konst. je celkovd mechanickd energie, m je hmotnost tzv. testovaciho télesa (téleso, které
svou piitomnosti neovliviiuje pole, ve kterém se pohybuje), v, je radialni slozka rychlosti ¢ testovaciho
télesa vzhledem k centru pole a r je vzdalenost testovaciho télesa od centra. Vsimnéme si, ze ve
vztahu (1) pro celkovou mechanickou energii explicitné vystupuje pouze kinetickd energie radidlniho
pohybu, kinetickou energii ithlového pohybu jsme s vyuzitim zakona zachovani momentu hybnosti
absorbovali do efektivni potencidlni energie Veg(r).

Vztah (1) muzeme interpretovat tak, ze radidlni slozka (jinak trojrozmérného) pohybu testovaciho
télesa je efektivné popsana v terminech pohybu castice v jednorozmérném silovém poli s odpovida-
jici potencidlni energii Veg(r). Uhlovou slozku pohybu mizeme nésledné dopoéitat pomoci zdkona
zachovani momentu hybnosti.

Pro ilustraci nejprve uvazujme newtonovsky popis pohybu v gravitacnim poli v situaci, kde testovaci

téleso o hmotnosti m obiha v centralnim gravitacnim poli kolem télesa o hmotnosti M > m. Celkova
mechanickd energie takovéhoto testovaciho télesa je rovna

1 GM
E = §m1)2 — m

= konst. 2
" onst. , (2)

kde v je velikost rychlosti testovaciho télesa a G je Newtonova gravitacni konstanta. Zakon zachovani
momentu hybnosti navic implikuje, Ze orbita testovaciho télesa je rovinna kiivka (pohyb se odehrava
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v tzv. invariantni roviné). Velikost L momentu hybnosti pfitom muzeme zapsat jako

2

L = mr‘w = konst. , (3)

kde w je okamzita thlova rychlost pohybu testovaciho télesa.

a) Upravou vztahu (2) do tvaru (1) napiste vztah pro efektivni potencidlni energii Vig(r) testova-
ciho télesa v centralnim gravitacnim poli v rdmci newtonovského popisu. Vysledek vyjadrete obecné
pomoci G, M, m, L a r. Na¢rtnéte prubéh funkce Vog(r). [3,0 b]

JelikoZ je orbita télesa rovinnd kiivka, miizeme obecné psat v? = v? + v2, kde vy = wr je
teénd slozka rychlosti testovaciho télesa (tj. slozka kolma na privodic). Mame pak
1 1 55 GMm

Ezimvf%—imwr— _—

2

Druhy ¢len mizeme také vyjadrit pomoci velikosti L = mr“w momentu hybnosti. Po

porovnani s rovnici (1) dostaneme

GMm L?
+ .
r 2mr?

Vet (1) = —

Abychom nacrtli prubéh funkce Vig(r), uvédomime si, ze pro velkd r dominuje prispé-
vek —GMm/r gravitacniho potencidlu, zatimco pro mald r prevazi odstrediva bariéra
L?/(2mr?). Funkce Veg(r) tedy musi vypadat jako na obrdzku 4. Konkrétné miizeme
pozorovat minimum v bodé r = r..

n

Ngg L

Obrazek 4: Tvar efektivniho potencidlu pro newtonovsky popis pohybu testovaciho télesa v gravi-
tacnim poli.

Zamérme se nyni na popis situace, kdy kolem sebe obihaji dvé télesa o hmotnostech M; a My, které
jsou srovnatelné. Celkova mechanicka energie v takovémto systému je dana vztahem
1 1 G M M,

525 1{/'124_5 2X/ZQ_T:konst., (4)
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kde Vi a V5 jsou velikosti rychlostl teles a r je jejich vzajemna vzdalenost. V soustavé spojené
s hmotnym stfedem musi rychlosti Vi a V, obou téles zaroveii splnovat

MVi + MV = 0. (5)

Vektory Via Vs jsou tedy rovnobézné a mifi opa¢nymi sméry.
b) Ukazte, Ze vztah (4) pro celkovou mechanickou energii £ lze prepsat jako

1 GM
E=—w?— bbb ol ,
2
kde v = V; + V5 je velikost vzajemné rychlosti obou téles, M = M; + M, je celkova hmotnost systému
a = M My/(M; + M) je tzv. redukovand hmotnost. [2,0 b]

Nejprve si vsimnéme, ze lze psat

M1M2 = ./\/l,u,

odkud plyne rovnost prispévku gravitacni potencidlni energie do obou vztahii pro £.
Z ,pakové rovnovahy“ M;V; = M,V, (dusledek vztahu (5)) a definice v = V; + V5 déle
plynou vztahy

Mizeme tedy psat

1 | My \?, 1 M N2,
S M V2 MV_ L L5
g MiVE + oMYy =5 1<M1+M2>U+2 2<M1+M2>U
1 MM, )
_ ! M, - M
20, 1 )2 M A
|
:§MU27

dostavame tedy rovnost obou vztahti i pro prispévky od kinetické energie.

c) Ukazte, ze velikost
L = (MR} + MyR3)w = konst.

celkového momentu hybnosti soustavy (kde R; a Ry jsou vzdélenosti obou téles od hmotného stiedu)
lze zapsat obecné pomoci u, r a w. [1,5b]

Z: definice hmotného stredu dale plyne vztah M;R; = MsR,. V kombinaci se vztahem
r = Ry + Ry pro vzdalenost r obou téles dostaneme

MQ Ml
Ri=-—2% Ry=—— 1
YTOML M, 2T My 1 M,

Celkem tedy mame

M, 2 M, 2
c=mn(yr ) e ()
\ansan) " an ) 7Y
M, M,
_ Gh+ M2)2(M2 + My)r<w
= puriw
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Na zdkladé tvaru vztaht pro € a L, které jsme odvodili v ¢astech b) a c), si mizeme vsimnout, ze
systému dvou téles o srovnatelnych hmotnostech M; a M, mizeme rozumét v terminech pohybu
testovaciho télesa o hmotnosti p v centralnim gravitacnim poli télesa o hmotnosti M.

d) Napiste efektivni potencidlni energii V.g(r) popisujici pohyb téles M; a M,. Vysledek uvedte
obecné pomoci G, M, u, ra L. [1,0b]

Porovnanim s vysledkem ¢asti b) dostaneme

GMuy L2
r 212

Veff (T‘) =

Uvazujme nyni popis pohybu testovaciho télesa o hmotnosti m v gravitacnim poli centralniho télesa
o hmotnosti M > m v ramci obecné teorie relativity. Obecné-relativistické efekty zacnou hrat
roli pro orbity, v nichz je velikost r privodice testovaciho télesa srovnatelna se Schwarzschildovym
polomérem rg = 2GM/c?. Podobné jako v newtonovském piipadé miizeme celkovou mechanickou
energii F/ = konst. zapsat v obecném tvaru (1), kde v, nyni predstavuje tzv. vlastni radidlni rychlost,
tedy miru zmény radidlni souradnice r vztazenou k vlastnimu casu 7 testovaciho télesa (tedy casu,
ktery by méfil pozorovatel spojeny s testovacim télesem). Pro odpovidajici efektivni potencialni
energii Veg(r) vstupujici do vztahu (1) plati v relativistickém pripadé témér totozny vztah jako v
newtonovské limité, 1isi se pouze pritomnosti korekéniho ¢lenu

L2 s

- (6)

2mr? r

A%ff(?‘) =

(ktery prestava hrat roli v limité r > rg). Velikost celkového momentu hybnosti spocteme jako
L = mr?w = konst., kde w je nyn{ vlastni tthlova rychlost (tedy opét vztaZend k vlastnimu casu
testovaciho télesa).

e) Napiste tplnou obecnou formu relativistické efektivni potencidlni energie Vig v zavislosti na r
pomoci m, ¢, rg a délkového parametru a = L/mec. [1,5 b]

Postupnymi tpravami muzeme relativistickou efektivni potencidlni energii prepsat jako

1 2 1 2
o= o250 - el 2)0-2) 1)

f) Urcete velikost Feg(r) efektivni sily pusobici v radidlnim sméru na testovaci téleso obihajici v gra-
vita¢nim poli centralniho télesa o hmotnosti M v ramci obecné relativistického popisu. Vysledek
vyjadrete obecné jako funkci r pomoci m, ¢, rg a délkového parametru a. [2,0 b]

Néapovéda: Obecné muzeme efektivni silu Fog(r) pusobici na testovaci téleso v radidlnim sméru urcit
jako minus sklon grafu funkce V.g(r), neboli jako minus derivaci Veg(r) vzhledem k r. Sklon mérime
jako tangens thlu, ktery svird tecna ke grafu funkce v daném bodé. Sklon grafu mocninné funkce
Ar™ v bodé r spocteme jako Anr™ 1. Sklon grafu souc¢tu funkci spoc¢teme jako soucet sklonti graft
jednotlivych funkei.

Aplikaci pravidel v napovédé dostaneme

1 mc? rg a® rea® 1 mc? a® 37
E. = -——4+2—=-3— ) =—— |1 +3= )1 —=—=) —1].
w(r) 2 r ( r i r2 r3 ) 3 r K N r2>< 2r> }
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Specialnim pripadem pohybu testovaciho télesa m kolem centra je obéh po kruhové draze. Jelikoz
v takovémto pripadé nedochazi k pohybu v radialnim sméru, musi kruhové drahy odpovidat extré-
mum efektivni potencidlni energie (kde na testovaci téleso v radidlnim sméru neptsobi sila).

g) Naleznéte poloméry r. vSech moznych kruhovych drah v nésobcich rg jako funkce parametru
a = a/rs. Pro rizné hodnoty parametru a rozhodnéte, které jsou stabilni a které nestabilni. Existuji
hodnoty «, pro které neexistuje zadné stabilni kruhova drdha? [4,0 b]

Napovéda: muze pro vas byt instruktivni nacrtnout prubéh funkce Vig(r) pro rizné hodnoty «.

Aby draha byla kruhova, musi byt vysledna efektivni sila v radidlnim sméru nulova.
Polomér r, tedy musi splnovat

Feff(rc) -

2 7,

Prvni feseni dostavame, polozime-li zlomek pted zavorkou roven nule. V takovém pripadé
by se r muselo limitné blizit nekonecénu, kde spolu télesa jiz neinteraguji. Pro dalsi dveé
reseni musime vytesit kvadratickou rovnici

rer? — 2a*r 4+ 3rga® =0,

coz nam dava
2a? % \/4a* — 1243 3
(re)s = 5 :a2(1j: 1—2> ry = (azia\/oﬂ—i%) ry. (7)
e

Vidime, ze kruhové drahy existuji pouze pokud a > /3. Pokud je tato podminka
splnéna, zbyva rozhodnout, které z odpovidajicich dvou feSeni (pokud néjaké) je sta-
bilni. To muzeme rozhodnout na zakladé Setfeni prubéhu grafu funkce Vig(r). Vidime,
7e pro velkd r prevazi pifspévek —(1/2)mc*(rg/r), zatimco pro mald r dominuje clen
—(1/2)mc*(rg/r)(a/r)?. Mé-li tedy mit (spojitd) funkce Vig(r) na intervalu 0 < r < oo
zéroveni dva extrémy (a > +/3), potom jediny mozny priibéh je ten, ktery vidime na
obrézku 5a. Odtud plyne, ze Teseni (r.); odpovidd minimu Vg a dand kruhovéa dréha je
tedy stabilni, zatimco (r.)_ odpovidd maximu efektivni potencidlni energie a dand kru-
hové drdha je nestabilni. V hraniénim piipadé o = v/3 mame pouze jeden extrém (viz
obrazek 5b), ktery odpovidd metastabilni kruhové draze, kterd je stabilni vuci zvySovani
poloméru, ale nestabilni vii¢i snizovani. Mizeme tedy uzaviit, ze pro hodnoty a < v/3
neexistuje zadné stabilni kruhova draha, zatimco pro hodnoty o > /3 existuje pravée
jedna stabilni kruhova dréaha pro danou hodnotu «.

Alternativné mizeme stabilitu vysetrit zkoumanim znaménka efektivni sily Foz(r) na
okoli bodii (r.)+. Pro hodnotu r = o’rg (mezi obéma fesenimi, tj. (r¢)_ < r < (re)i)
dostavame

1mc? r2 r2 ra 1me? 1 3
= 28~ a) - 2250 2)
w(a’rs) 2 a? s a + 2 rqg ot o2

Aby vsak reseni byla realna, musi byt nutné o > 3, proto je znaménko sily mezi FeSenimi
kladné. Pokracujme situaci pror > (r.).. MiiZzeme volit hodnotu r = 2a’rg, nebot zjevné
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Obrazek 5: Tvar relativistické efektivni potencidlni energie Vog(r).

méame (r.); < 2a*rg pro jakékoliv hodnoty . Dostaneme

1 mc? ( 1rd 17§ 37‘%)_ 3 me* 1
202 2a* 8a')

2 _
Feff(QOé TS) = Z?T’S
Nakonec vysetiime pripad r < (r.)_. Pro jednoduchost volme r — 0. Potom dominuje
Clen
(1/2)(mc?/r)(—3rga®/r*) < 0.

Budeme-li tedy uvazovat kruhovou orbitu pro kladné reseni (r.), a vychylime jej o malé
Ar smérem dale od centralniho télesa, efektivni radialni sila bude mit zaporné znaménko,
bude mit tendenci téleso zpomalit a tedy vratit do pivodni hodnoty poloméru (r.).
Naopak pokud jej vychylime smérem k centralnimu télesu, efektivni radialni sila bude
kladnd a vrati téleso zpét do (r.).. ReSeni (r.), je tedy stabilni. Naopak pro orbitu
(re)— bude sila pri vychyleni smérem od centralniho télesa kladna a bude tedy téleso
dale vychylovat smérem pry¢. Stejné tak pri vychyleni smérem k centru se k nému téleso
bude vlivem zaporné efektivni radialni sily priblizovat. Toto reseni je tedy nestabilni.
Konec¢né v limitnim piipadé, kdy a = /3, a tedy (r.), = (r.)_ = 3rs, bude pri kladnych
i zapornych vychylkach poloméru sila zaporna. To znamena, Ze pro kladné vychylky bude
mit tendenci téleso vracet zpét na piivodni polomér, zatimco zaporné vychylky bude
amplifikovat. Jedna se tedy o metastabilni polomér.

olympiada.astro.cz

h) Urcete polomér risco tzv. nejvnitinéjsi stabilni kruhové dréahy testovaciho télesa (innermost stable
circular orbit — ISCO), tedy stabilni kruhové drahy s nejmensim moznym polomérem. Vysledek uvedte
v nasobcich rg. V kontextu akrec¢nich diskli kolem cernych dér je ISCO povazovana za vnitini okraj
disku. Oblast pod ni vyzaruje minimum zafeni, coz ji ¢ini tmavou ve srovnani s akreénim diskem

mimo ISCO. Strucné vysvétlete divod. [2,0 b]
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Nejvnitingjsi moznda stabilni kruhova dréha odpovidd minimalni hodnoté (r.),, coz od-
povida situaci, kdy se odmocnina ve vztahu (7) rovnd nule. Potom tedy risco = a?/rs
a zaroveni a® = 3rg kvili pozadavku na nulovost odmocniny ve vztahu (7). Proto dosta-
neme

rsco = 3rs -
Vsimnéme si, ze striktné vzato je tato draha metastabilni, nejvnitinéjsi stabilni kruhova
drdha nastava pro poloméry, které se shora limitné blizi k rgco.
Kruhové orbity s polomérem r < rigco jsou vzdy nutné nestabilni. Po malém radial-
nim vychyleni tedy obihajici material bud spiralovité klesd smérem k centralnimu télesu,
nebo unikd smérem od ¢erné diry? Proto témét zadny material na polomérech pod risco
nevidime, neexistuje zde totiz zadna stabilni orbita.

i) Existuji kruhové drahy s polomérem mensim nez ISCO? Pokud ano, urcete jejich minimalni polo-
mér rico (innermost cicrular orbit) v nasobcich rg. [2,0 b]

Napovéda: Mize se vam hodit linearni aproximace odmocniny
x
vVitrx1l+t 5

kde |z| < 1.

Spodni limit pro stabilni kruhové drahy je sice risco, avsak pod ISCO stale mohou exis-
tovat nestabilni kruhové drahy s polomérem (r.)-. Minimdlni hodnota poloméru (r.)_,
kterou budeme znacit rico, odpovida limité o — oo, nebot (r.)_ je jako funkce « striktné
klesajici. Proto mizeme odmocninu ve vztahu (7) linearné aproximovat a psat

13 3

o = Jim [tr)-(@)] = Jim [a*(1= 15 5 5 )] = s

Limita @ — oo odpovida nekoneéné hodnoté momentu hybnosti na jednotku hmotnosti
testovaciho télesa. Takové situaci odpovidaji fotony, proto se tato orbita také nazyva
fotonova sféra. Pod timto polomérem uz ani pro fotony neexistuje zadna kruhova draha.

Déle se nam bude hodit védét, ze interval A7 vlastniho ¢asu testovaciho télesa odpovida intervalu
At ¢asu, ktery by naméril pozorovatel nachazejici se velmi daleko od centralniho télesa M (v klidu

vzhledem k M), pricemz plati
2K
(1—m>At:1/1+2AT, (8)
r mc

kde E je celkova mechanickd energie pohybu testovaciho télesa.

j) Napiste vztah pro vlastni thlovou rychlost wisco pohybu testovaciho télesa po kruhové draze
o poloméru rsco. Vysledek vyjadiete obecné pomoci rg a c. [2,0 b]

2Pokud polomér (r.)_ kruhové drahy lezi v intervalu 2rg < (r.)_ < 3rg, potom miize materidl uniknout pouze do
koneéné vzdalenosti, protoze Veg((rc)—) < Veg(oo) = 0.
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Velikost L celkového momentu hybnosti splnuje

2 2
L= mrigcowisco = 9mTSwlsco .

Zaroven ale mame L = mca = amers, kde v piipadé ISCO pokladame o = v/3. Celkem
tedy mame
\/gmcrs = 9mr§wlgco y

odkud vyjadiime
1 ¢

w =
1SCO 3375

k) Napiste rovnéz vztah pro odpovidajici thlovou rychlost 1sco pohybu testovaciho télesa po kru-
hové draze o polomeéru risco, kterou by naméril pozorovatel nachazejici se velmi daleko od centralniho
télesa. Vysledek opét vyjadiete obecné pomoci rg a c. [2,0 b]

Ze vztahu (8) v zadani dostaneme prevod mezi thlovymi rychlostmi vztazenymi k pozo-
rovateli na ISCO a k pozorovateli v nekonec¢nu v klidu vzhledem k M jako

—_rs
rISCO

1
Qisco = ——22= WIsCO -
1 2E1sco
T ez

Jelikoz se jedna o kruhovou orbitu, plati

1 3 1 1
EISCO = Véff(ﬁsco) = 5’/7102 |:<1 + 9) <1 — 3) — 1:| = —Emcz .

Celkem tedy dostaneme

1—% 1 ¢ 1 ¢

Q =3 - - _-
185C0 /1_%3\/37"8 3v67s

Podobné jako v newtonovské mechanice lze i v obecné teorii relativity prevést problém pohybu
dvou téles o hmotnostech M; a M, na TeSeni tlohy pohybu testovaciho télesa, které ma hmotnost
p = MMy /(My + My), ve sféricky symetrickém zakiiveném prostorocasu. Na rozdil od analogické
situace v klasické mechanice ovSem tento prostorocas obecné nelze presné identifikovat se Schwarz-
schildovym prostorocasem centralniho télesa o hmotnosti M = M; 4+ M,: je nutné jej korigovat
dalsimi ¢leny, které jsou imérné kladnym mocnindm parametru v = p/ M. Tento pristup k feseni
problému dvou téles v obecné teorii relativity se nazyva Effective one-body formalism a byl rozvinut
koncem 90. let minulého stoleti italskou fyzickou Alessandrou Buonanno a francouzskym fyzikem
Thibaultem Damourem.

Ve zbytku tlohy pro jednoduchost predpokladejme, Ze vyse popsané korekce lze zanedbat a tedy, ze
pohyb dvou téles M; a M, je ekvivalentni pohybu testovaciho télesa o redukované hmotnosti p ve
Schwarzschildové prostorocasu centralniho télesa o celkové hmotnosti M.

1) Napiste vztah pro vypocet maximalni frekvence fow max gravitacnich vin pozorovanych tésné pred
srazkou dvou obihajicich se ¢ernych dér o hmotnostech M; a M,. Vysledek napiste obecné pomoci My,
M,, G a c. Vypoctéte rovnéz ¢iselnou hodnotu fow max (v Hz) pro viibec prvni detekovanou udélost
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GW150914, pri které se srazily dvé cerné diry o hmotnostech 35,6 M a 30,6 M,. Kosmologicky
¢erveny posuv i radidlni rychlost zdroje vici pozorovateli zanedbejte. [2,0 b]

Napovéda: binarni systém s orbitalni frekvenci f,, emituje gravitacéni viny o frekvenci faw = 2 forp-

Maximalni orbitalni frekvence binarni systém dosahne, pokud odpovidajici kruhova or-
bita testovaciho télesa v ekvivalentnim Effective one-body prostorocasu dosahne ISCO.
Uvazujeme-li priblizné, ze tento prostorocas je dan Schwarzschildovym prostorocasem
centralniho télesa o hmotnosti M; + M, potom vzdéaleny pozorovatel naméri maximalni
frekvenci gravitacnich vin

3
_ {hsco 1 c

max — 2 orb,max — - .
Jaw, Jorb, T 661 G(My + M)

Pro udalost GW150914 ¢iselné dostaneme fow max = 67 Hz.

V' této uloze jsme odhadli 1ihlovou frekvenci dvou kolidujicich ¢ernych dér na jejich po-
sledni stabilni orbité. Pokud bychom uvazovali vétsi vzajemnou vzdalenost, diry budou
obihat po kruhovych drahach, avsak postupné se k sobé budou priblizovat z diivodu ztrat
energie v podobé gravitacnich vin. Této fazi se prezdiva inspiral. Jakmile se dostanou
priblizné pod risco, prechazi do merger faze. Behem té dosahne intenzita i frekvence
gravitacnich vin svého maxima. Tato faze trva extrémné kratkou dobu — protoze zde
neexistuji stabilni orbity, pohyb cernych dér smérem k sobé se urychli. Po splynuti dér
nastava konecna relaxacni faze, ringdown, pri které nova cerna dira emituje gravitacni
viny, ¢imz se stava stabilnéjsi. Prakticky se hmotnost objektii urcuje na zakladé celého
priibéhu frekvence gravitacnich vin, predevsim jeji zmény v case (tzv. chirp mass).

Autory tulohy A jsou David Komanek a Matous Mista, autorem tlohy B je David Komanek, autorem
ulohy C je Radka Kf¥izova, autorem tlohy D je Jakub Vosmera, autorem tlohy E je Martin Kudrna,
autory ulohy F jsou Tomas Patsch a Jakub Vosmera.
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