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A Prehledovy test
(maz. 30 bodi)

POKYNY: Uvodni test se fesf online na http://olympiada.astro.cz/korespondencni. Piihlago-
vaci idaje prisly uspésnym resitelim skolniho kola e-mailem nebo je dostanete od svého ucitele, ktery
je miuze zjistit v sekci pro ucitele na http://olympiada.astro.cz/ucitel. Velmi doporucujeme
reseni testu neodkladat na posledni dny pred uzavérkou. U problémt s TeSenim testu oznamenych
po 18. 1. 2026 bohuzel nemtizeme zarucit jejich véasné vytizeni. U kazdé otazky vyberte praveé
jednu spravnou odpovéd. Za spravnou odpovéd je 1 bod. V pripadé spatné nebo zadné odpovédi je
za otazku 0 bodu.

B Rotujici hvézda
(maz. 20 bodi)

V této uloze budeme zkoumat tvar rotujicich hvézd. Oprostime se tedy od casto zavadéného zjedno-
dusujiciho predpokladu, ze hvézdy maji tvar idedlnich kouli a zamérime se na odchylky od sféri¢nosti
v disledku plisobeni odstiedivé sily v neinercialni vztazné soustavé spojené s rotujici hvézdou. Pri-
kladem hvézdy, u které se pozorovalo vyrazné zplosténi z duvodu jeji rychlé rotace, je Achernar
ze souhvézdi Eridanu. Obecné vysledky, které odvodime v prvni ¢asti tlohy, nasledné vyuzijeme
k vypoctu rotacni periody této hvézdy.

Hvézdy jsou komplikované systémy skladajici se z ionizovaného plynu, jehoz fyzikalni vlastnosti (hus-
tota, teplota, tlak apod.) jsou obecné funkei vzdalenosti od stiedu hvézdy. Abychom si nasi analyzu
co nejvice ulehcili, budeme hvézdy modelovat na zakladé nékolika zjednodusujicich predpokladii.

1. Budeme uvazovat, ze vétsina hmoty hvézdy je koncentrovana v oblastech kolem stredu, kde
muzeme jeji rozlozeni povazovat za sférické. Oznacime-li tedy jako M hmotnost hvézdy, mizeme
jeji gravitacni pole v libovolné vzdalenosti od stiedu dle Gaussovy véty velmi dobte priblizit
gravitacnim polem hmotného bodu o stejné hmotnosti M. Tvar povrchu hvézdy pak bude
formovan atmosférou, jejiz prispévek do celkové hmotnosti hvézdy budeme zanedbavat.

2. Budeme rovnéz predpokladat, ze hvézda rotuje uniformné a zanedbame komplikace spojené s
diferencialni rotaci.

3. Rotujici hvézdu budeme pokladat za stacionarni systém. Vyslednice gravitac¢ni a odstredivé sily
pusobici v soustaveé rotujici s hvézdou na libovolny element ionizovaného plynu je tedy presné
vyrovnana gradientem tlaku. V disledku tohoto predpokladu nepiisobi podél povrchu hvézdy
(plocha konstantniho tlaku p = 0) zaddn4 sila a jedna se tedy o plochu konstantni potencidlni
energie ve vysledném poli gravitacni a odstredivé sily.

K popisu polohy v ramci hvézdy budeme pouzivat souradnice zavedené na obr. 1.

a) Vyjadfete potencidlni energii E, ¢astice o hmotnosti m v atmosféfe hvézdy v neinercialni rotujic
soustavé pomoci vzdalenosti x od osy rotace, hmotnosti M hvézdy, thlové rychlosti w rotace a
soufadnice z. Uvazujte referencéni hladinu E, = 0 potencidlni energie v nekonec¢né vzdalenosti od
stfedu hvézdy podél osy rotace. [4 b]
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Obrazek 1: Rotujici hvézda se zavedenymi soufadnicemi.

V souladu s predpoklady budeme gravitacni pole v atmosfére hvézdy povazovat za gra-
vitacni pole hmotného bodu o hmotnosti M umisténého ve stiedu hvézdy (Newtontv
slupkovy teorém nebo také Gaussova véta). Gravitacni sila pisobici na ¢astici o hmot-
nosti m ve vzdalenosti r od stfedu je pak rovna (piisobi smérem do stredu)

GMm
Fgrav - _m .
Tato sila odpovida potencialni energii
GMm

Erav:_7~

Na c¢éstici v rotujici soustavé rovnéz pusobi odstrediva sila o velikosti
F _ 2
ods = Mw~x

ve sméru od osy rotace. Potencialni energii odpovidajici této sile mizeme spocist jako
préaci vykonanou na ptreneseni ¢astice od osy rotace x = 0 do obecné vzdalenosti x od osy.
Za vyuziti vzorce pro obsah trojihelniku (plocha pod grafem velikosti Fi,qs odstiedivé sily
jako funkce x) dostaneme

Eog = —imwsz .
Celkem tedy dostavame potencialni energii

GM 1
T mw?a?.

Ep = Egrav + Eods == _7/m 9

Pro prehlednost nyni bude vyhodné, pokud vztah pro celkovou potencidlni energii prepiSeme pomoci
bezrozmérnych veli¢in. Konkrétné veli¢iny s jednotkami energie, resp. vzdélenosti mizeme mérit v
nasobcich charakteristické energie

£ =m(GMw)3
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resp. charakteristického poloméru
re ()
w

NiZe uvidime, jak lze tyto dvé veli¢iny (které jsme utvorili vhodnymi kombinacemi veli¢in M, w
charakterizujicich systém a Newtonovy gravita¢ni konstanty G) fyzikalné interpretovat. Prozatim je
pouzijeme k zavedeni bezrozmeérné celkové potencialni energie e, = E,,/€ a bezrozmérnych soutadnic

E=z/Ra(=z/R.
b) Vyjadfete e, jako funkci & a (. [2b]

Vydélenim vztahu pro Ej, ktery jsme odvodili v predchozi ¢asti, charakteristickou energii

&€ dostaneme )

[
ep(&C) - _\/W - 55 .
c¢) Pomoci vhodného programu nakreslete kiivky konstantni celkové bezrozmérné potencidlni energie
ep v rovine (§,¢) pro hodnoty &, ¢ v rozmezi od —2 do 2 (neboli ,vrstevnice® funkce e,(€,()). V

grafu identifikujte lokdlni maxima a minima, pripadné sedlové body. [4 b]

Pozadovany graf vidime na obrazku 2. V rovnikové roviné ¢ = 0 vidime dva sedlové
body pro hodnoty & = +1. Lokédlni maxima ani minima v grafu nepozorujeme, smérem k
pocéatku (&, () = (0,0) funkce nekontrolované klesd, ale neni v tomto bodé definovéna.

*

d) Pro dané w a M urcete maximalni hodnotu RY polarniho poloméru Ry, hvézdy takovou, aby se
hvézda vlivem rotace nerozpadla. Jaka je odpovidajici maximalni hodnota R, rovnikového poloméru
Req? Odpoveédi uvedte v nésobcich charakteristického poloméru R. [3 b]

Na obrazku 2 pozorujeme, ze pro malé hodnoty polarntho poloméru 7, = Rp/R je
hmota hvézdy uvéznéna v potencialové jameé sféroidniho tvaru: tvar povrchu je dan plo-
chou konstantni hodnoty e, kterd protind osu ¢ v hodnoté r,,. Maximdlni povolena
hodnota 77, bude odpovidat situaci, kdy se povrch hvézdy dotyka sedlovych bodu cel-
kové potencidlni energie v rovnikové roviné v bodech ¢ = £1. V takovych bodech je
vyslednice sil ptisobicich na testovaci ¢astici nulova a hmota hvézdy tudy mtze unikat do
prostoru. Hodnota £ = 1 tedy udava maximalni moznou hodnotu

GM>§

w?

R;q—R—<

rovnikového poloméru, pro kterou hvézda jesté drzi pohromadé. Skutecéné: vyslednice sil
ma v rovnikové roviné pro testovaci ¢astici o hmotnosti m velikost
GMm

F, = + mw’z
IQ

a je tedy nulova pro x = R. Kritickému povrchu, ktery prochazi body £ = +1 a ( = 0,
odpovida celkova bezrozmérnd potencialni energie

ep(€:i17C:O):_gu
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Obrazek 2: Kiivky konstantni hodnoty e, v roviné (¢, ().
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tedy celkova potencialni energie —%5 . Maximalni hodnota r,, tedy bude dana fesenim
rovnice (dosazujeme § = 0, ( = rp01)

3 1

)
2 T'pol

* 2
pol — 3

.2 2/GM\?
pol:3R:3<w2>‘

e) Urcete pomér n = R,0/Req polarniho poloméru Ry, hvézdy vuéi rovnikovému poloméru R,
obecné jako funkci Req s parametrem R. Jakd je minimalni hodnota n* parametri n pro stabilni
hvézdy? [4 b]

odkud dostaneme maximalni hodnotu r a tedy maximalni polarni polomér

Uvazujme povrch konstantni potencialni energie definovany rovnici

GMm I 5,
— — —mw " =C,
V22t a2 2
kde C' je néjaka konstantni hodnota celkové potencidlni energie F,. Pro povrch stabilni
hvézdy mame C' < —%5 . V roviné rovniku méame na povrchu hvézdy r = R.q a 2 = 0,

E,(x,z) = —

tedy
GMm 1 , ,
C:— Req —imw Req,
zatimco na polu mame z = 0 a z = Ry, tedy
GM
o ="
Rpol

Porovnanim vyrazu pro celkovou potencidlni energii na rovniku a na polu hvézdy tedy

ziskame vztah
GMm GMm 1

2 2
— =— — —mw R, ,
Rpyol Req 2 o
ktery muzeme upravit do tvaru
R0l 1 1
n(Req) =2 = 2R3 1/ Rog 2 °
Req 1+ TeITh 1+ 1(52)3

Vidime, ze n(Req) je klesajici funkei Req. Minimalni hodnotu n* tedy dostaneme dosazenim
R, = R neboli

* * 2
77 = 7/](Req) = g

f) Hvézda Achernar ma hmotnost M = 6,0M,, pozorovany rovnikovy polomér R, = 9,2R; a pozo-
rovany polarni polomér Ry, = 6,8R (tyto hodnoty jiz byly opraveny o sklon rota¢ni osy vici sméru
k pozorovateli). Vypoctéte parametr 7, charakteristicky polomér R a periodu P rotace Achernaru
kolem jeho osy. Vysledné hodnoty diskutujte. [3 b]
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Zadanym hodnotam odpovidd hodnota n = 0,74 a tedy

Reg 1 5
Tea o2 1) =089,
7= om

Odtud dostaneme R = 1,12R.q = 10,3Rs, a tedy

RS
P =2 = = 16d.
™~ Lo

Vidime, ze vypoctena hodnota parametru 7 pro Achernar je pouze o malo vétsi nez

minimalni hodnota n* = %, pro kterou by uz hvézda nebyla stabilni. Stejné tak vidime, ze

rovnikovy polomér Achernaru je jen priblizné o deset procent mensi nez nejvétsi mozny
rovnikovy polomér R pii dané tthlové rychlosti rotace a hmotnosti. Achernar tedy rotuje
velmi blizko limitni thlové rychlosti, pti které by se jiz rozpadl.

C Degenerovany plyn

(maz. 20 bodi)

Vétsina hvézd se nachazi ve stavu hydrostatické rovnovahy. To znamena, ze tlakovy gradient uvnitt
hvézdy vyrovnava gravitacni silu, kterd se snazi hmotu hvézdy pritahovat smérem ke stredu. Tato
rovnovaha zajistuje, ze hvézda ziustava stabilni a nesmrsfuje se ani se nerozpind. Za norméalnich
podminek je tlak urcovan teplotou: ¢im vyssi teplota, tim vétsi tlak. Kdyz je vsak hmota stlacena
do stavu extrémni hustoty, ¢astice se dostanou tak blizko, ze uz se nemohou chovat jako klasicky
plyn a zac¢nou byt dulezité kvantové jevy. Podle Pauliho vylucovaciho principu dva fermiony (¢astice
s poloc¢iselnym spinem, napf. elektrony nebo neutrony) nemohou byt ve stejném kvantovém stavu.
Z tohoto kvantového omezeni vzniké tzv. degeneracni tlak, ktery nezavisi na termodynamické teploté
urcené nahodnym pohybem c¢éstic. Takovou extrémni formu hmoty nazyvame degenerovany plyn
a pravé na néj se v této tuloze podivame podrobnéji.

V klasické mechanice 1ze kazdy stav volné ¢astice jednoznacéné popsat jeji polohou (z,y, z) a hybnosti
(pz, Dy, P=)- Naproti tomu v kvantové mechanice nedokazeme zaroveii urcit polohu a hybnost ¢astice
s libovolnou presnosti: ¢im presnéji lokalizujeme castici, tim méné presné mame Sanci zmérit jeji
hybnost. Konkrétné: je-li volna ¢astice plynu uvéznéna v oblasti o objemu V', mizeme jeji hybnost
mérit nanejvys po kvantech

h
V1/3°
kde h je Planckova konstanta. Jinymi slovy: na kazdy kvantovy stav volné c¢éastice pripada oblast
spektra (py, py, p.) hybnosti o objemu

Apx = Apy = Apz =

h3
ApsApyAp: = 77 -
Jelikoz se zaroven dva elektrony dle Pauliho vylucovaciho principu nemohou nachéazet ve stejném
kvantovém stavu, mohou se v libovolné oblasti o objemu Ap,Ap, Ap. nachdzet maximalné dva elek-

trony (jeden se spinem nahoru a druhy se spinem dolu).

6/ 16



SLEZSKA “ . .y Ny
Astronomicka UNIVERZITA Ceska astronomicka spole¢nost
olym pié da FYZIKALNI USTAV Www.astro.cz

V OPAVE olympiada.astro.cz

Krajské kolo 2025/26, kategorie AB (3. a 4. ro¢nik SS) — FeSeni

Uvazujme, ze plyn elektronii o N ¢asticich je uzavien v objemu V' pri velmi nizké termodynamické
teploté, muzeme tedy zanedbat termélni pohyb elektronti. Budeme predpokladat, ze hybnosti elek-
tronil se v tomto takzvaném degenerovaném plynu rozlozi jednak v souladu s Pauliho vyluc¢ovacim
principem a zaroven tak, aby plyn minimalizoval celkovou energii (kterd je imérnd velikosti hybnosti

\/P2 + p2 + p?). Piedpoklddejme rovnéz, Ze Castice plynu se chovaji izotropné, tedy Ze se pohybuji do
vSech smért se stejnou pravdépodobnosti. Potom elektrony ve spektru hybnosti rovnomérné obsadi
objem koule se stfedem v nulové hybnosti p, = p, = p. = 0 o poloméru pr takovém, aby celkovy pocet
obsazenych kvantovych stavii odpovidal celkovému poc¢tu N ¢éastic plynu. Tedy aby bylo splnéno

STD} 8 (pr)’
N=o_ 3F O (PF
Ap,Ap,Ap. 3" <f1>’

kde faktor 2 v prvni rovnosti odpovidd dvéma moznym spinovym stavim elektronu (nahoru a doli).
Velikost hybnosti pr ohranicujici oblast spektra obsazenou elektrony nazyvame Fermiho hybnost.
Odpovidajici oblasti ve spektru hybnosti pak rikame Fermiho koule.

a) Vyjadrete Fermiho hybnost pr pomoci stfedni objemové hustoty elektroni n = N/V a Planckovy
konstanty h. [1 b]

S pomoci vztahi ze zaddni miizeme snadno vyjadrit Fermiho hybnost jako

_NE 3
FrVsvae 2\

b) Vyjadiete Femiho energii Er pomoci n, h a hmotnosti elektronu m,. Jedné se o kinetickou energii
elektronu s hrani¢ni hybnosti pr. Uvazujte, ze je plyn nerelativisticky, tj., ze pr < mec. Vyjadiete
také odpovidajici Fermiho teplotu T pomoci n, h, m. a Boltzmannovy konstanty kg. Fermiho teplota
je teplota, pii které by tepelna energie elektronu kg7 byla srovnatelnd s Fermiho energii. [3 b]

Zacneme definici kinetické energie

1
E = —muv?,
2

kde m je hmotnost castice a v jeji rychlost. Hybnost mtzeme zaroven vyjadrit jako
p=mu.

Kinetickou energii tedy obecné zapiseme pomoci hybnosti jako

2
P

om

Konkrétné pro Fermiho energii tedy plati

1 (pe\° p R (3 )
E = — el — = = —_
K 2m <m6> 2me  8m, 7rn

7 rovnosti tepelné energie elektronu s Fermiho energii vyplyva

E 2 2 2
ks 2kgme Skpme \ T

Wl
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Za chvili uvidime, ze v nékterych astrofyzikalnich objektech najdeme degenerovany plyn slozeny
z elektroni, jejichz typicka kinetickd energie radové prevysuje jejich klidovou energii: jinymi slovy
nam ze vztahu nalezeného v ¢asti a) vyjde Fermiho hybnost pg > mec. Takovym elektrontm fikdme
ultrarelativistické a jejich kineticka energie F je vztazena k hybnosti p jako E = pc.

c) Najdéte vztahy pro Fermiho energii Fr a Fermiho teplotu T v pripadé, ze vétSina elektroni
v degenerovaném plynu obsadila hybnosti p, které spliuji p > mec. Vase vysledky vyjadiete pomoci

n, h, c a kg. [2b]

PiSeme
he ./ 3
Ep = prc = — (| =n
2\

a zaroven

PRC he 43
TF N /fB N 2/{313 ™ "
Nyni se podivame, jaka je situace u redlnych astrofyzikalnich objekti, a odhadneme, zda je plyn v
nich degenerovany. Nejprve pouzijeme znamé hodnoty typické hmotnosti a poloméru riznych typi
hvézd k odhadu hustoty poctu c¢astic. Dale spoc¢teme Fermiho hybnost a rozhodneme, jestli by de-
generovany plyn elektronii v daném objektu byl popsany klasicky nebo ultrarelativisticky. Konecné
spocteme odpovidajici Fermiho teplotu a porovname ji s termodynamickou teplotou daného objektu,
coz nam pomuze rozhodnout, jestli je elektronovy plyn v daném objektu degenerovany: vyjde-li
Fermiho teplota srovnatelna nebo vétsi nez termodynamicka teplota uvniti objektu, znamena to, ze
degeneracni tlak bude hrat dilezitou roli v udrzeni hydrostatické rovnovahy. Uvazujme ¢tyti pripady:
Slunce, Jupiter, bilého trpaslika a neutronovou hvézdu.

d) Spoctéte hustoty poctu elektrontt ne pro Slunce (teplota v centru fadové 106K az 107 K), njy
pro Jupiter (teplota v centru fadové 10* K), n; pro bilého trpaslika (hmotnost M; = M, polomér
R, = 0,008, teplota v centru fadové 10° K) a hustotu po¢tu neutroni n, pro neutronovou hvézdu
(hmotnost M, = 1,4 M, polomér R, = 10km, teplota v centru fadové 10°K). Déle na zékladé
odhadu Fermiho teplot Ty o, TF,5, Tr+ a Trn u kazdého objektu rozhodnéte, jestli je v ném plyn
degenerovany. Predpokladejte pro jednoduchost, ze v pripadé Slunce, Jupiteru a bilého trpaslika je
plyn tplné ionizovany. [4 b]

Stredni hustotu poctu elektronu v pripadé Slunce spocteme jako

M .
my,  3TRim,

kde m, ~ m, je hmotnost nukleonu. Odpovidajici Fermiho hybnost je rovna ppeo =
5,8keV /¢, zatimco mame mec = 511keV /c. Fermiho teplotu pro Slunce tedy muzeme
vypocitat pomoci klasického vztahu odvozeného v ¢asti b). Dostaneme fadové

h? (3 NS
TF‘,@ == (TL@) ’ = 105 K.

™

Vidime, Ze typickd termodynamickéd teplota uvniti Slunce (10° K az 107 K) je vyssi nez
Fermiho teplota, elektronovy plyn uvniti Slunce tedy neni degenerovany.
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Hustota poctu elektronti pro Jupiter vyjde témeér stejné jako pro Slunce, podobné tedy
vyjde i jeho Fermiho teplota. Teplota uvniti Jupiteru ale zdaleka nedosahuje takovych
hodnot jako uvnitt Slunce a je dokonce o néco nizsi nez Fermiho teplota. Delokalizovany
elektronovy plyn kovového vodiku v jadru Jupiteru tedy je kvantové degenerovany.

Hustota poctu elektronti pro bilého trpaslika naproti tomu vyjde

M,
Ny =g — = 1,6-10°m?,
sTR{my,
coz dava Fermiho hybnost pr; = 720keV /c. Vidime, ze vychazi srovnatelné velkd jako
mec, k odhadu Fermiho teploty tedy miizeme pouzit jak klasicky, tak ultrarelativisticky

vztah. Vyjde tadové
he 43
Ter = ——1] —ny = 107 K.
F.t i Wnt

Termodynamicka teplota bilych trpaslikii je o mnoho radt nizsi, elektronovy plyn v bilém
trpaslikovi je tedy degenerovany.

Konecné hustota po¢tu neutront pro neutronovou hvézdu vyjde
M,

=——=4-10"m™>.

Ny = g
-3
sTRymy,

To odpovida Fermiho hybnosti pr,, = 450 MeV /¢, ktera je fadové srovnatelna s hodnotou
myc = 940 MeV /c. K odhadu Fermiho teploty tedy opét mizeme pouzit jak klasicky, tak
relativisticky vztah. Dostaneme

2

h? 3 \3
Trn = “n,) =10"%K.
" 8kpmy, (ﬂ'n )

Jedna se znovu o mnohem vyssi teplotu, nez je typickd termodynamicka teplota neutro-
nové hvézdy. Hmota neutronové hvézdy tedy je degenerovana.

Ve zbytku tlohy se zamérime na bilé trpasliky, kde degeneracni tlak elektronového plynu zajis-
tuje rovnovahu proti gravitacnimu kolapsu. Pro jednoduchost budeme bilé trpasliky modelovat jako
homogenni koule. Budeme také uvazovat, ze hvézda se pro danou hmotnost M ustali ve stavu s po-
lomérem R, pro ktery bude soucet £ celkové kinetické energie Fy;, elektronového plynu a celkové
mechanické energie F,,. nukleoni minimalni. UvaZenim obsazenosti jednotlivych hybnosti elektrony
bychom mohli vypocist, ze stiedni kineticka energie jednoho elektronu je v klasickém pripadé rovna
(3/5) B, zatimco v ultrarelativistickém pripadé by byla rovna (3/4)Eg. Naproti tomu celkovou me-
chanickou energii Fy,. diky viridlové vété spocteme jako polovinu celkové gravitacni potencidlni
energie (zanedbavame prispévek elektront, protoze me, < m,,), tedy

3 GM?
10 R
pro homogenni kouli o hmotnosti M a poloméru R.

Enuc = -

e) Napiste vztah pro celkovou kinetickou energii Fyi, vSech elektroni v bilém trpaslikovi v nere-
lativistickem pripadé. Vyjadiete ji pomoci M, R, h, me a m,. Pfedpokladejte, Ze na dva nukleony
pripadé jeden elektron, tedy M = 2Nm,,. To odpovida bilym trpaslikiim slozenym z uhliku a kysliku
(produkty 3-alfa reakce v zavéreéném stadiu vyvoje hvézdy). [2 b]
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Celkovou kinetickou energii spoc¢itame jako

h? 3
Ekin = §]\IEWF = ;)N (3?’L) ’ .

5) 8me \T

kde stredni hustotu elektrontt miazeme urcit jako

N

n=-——.
%WR3

Dosazenim N = M /(2m,,) dostaneme

Ekin -

3 M3 2 81 \?
10 R2 8m, 647mim?

f) Najdéte vztah mezi hmotnosti M a polomérem R bilého trpaslika. Vysledek vyjddiete ve tvaru
R=aM”,

kde koeficient « urcete pomoci h, G, me, m,, a koeficient 3 zapiste jako bezrozmérné ¢islo. Uvazujte
nejprve, ze elektronovy plyn je nerelativisticky. Pro jaké hmotnosti M bilého trpaslika se jedna o
dobry predpoklad? [4 b]

Népovéda: napiste celkovou energii E' jako funkci R a najdéte hodnotu R, pro kterou je £ minimalni.
Mohlo by vam pomoci vhodné doplnéni na c¢tverec.

Pro celkovou energii systému E(R) jako funkci poloméru R muzeme v nerelativistickém
pripadé psat

3 3aM? 3 [MERE [ 81\ GM?
5 10 R 10 '

E(R) = Fyjn + Foue = =NFE
(B) = B + Eiuc ’ R? 8m, \ 64mim} R
Muzeme vidét, ze tato funkce ma skutecné lokalni minimum, nebot v terminech proménné

1/R se jednd o parabolu. Doplnénim na ¢tverec snadno zjistime, Ze hodnota R, pro kterou
funkce E(R) nabyva minima, spliuje

M3 h? [ 81 _ GM?
R? 4m, \647'm3) R

ol

neboli

Dostavame tedy parametry

3h? 3 3 1
o= , B=—z.
16Gm, \ 7m} 3
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Mizeme si vSimnout, ze oproti ostatnim typtum hvézd polomér bilych trpaslikii s rostouci
hmotnosti klesa.

Tento nerelativisticky vypocet je platny pouze tehdy, pokud je Fermiho hybnost pg o

hodné mensi nez mec, tedy
1
h 9IM 3 <
S|l oo meC,
2\ 812R3m,,

neboli, po dosazeni vztahu mezi R a M,

319
M < 28T = 350,
my V8
kde jsme zavedli znaceni
hc
TP\ oG

pro tzv. Planckovu hmotnost. Odvozeny vztah mezi hmotnosti a polomérem bilych tr-
paslikii je tedy platny pouze pro bilé trpasliky, jejichz hmotnost je o hodné mensi nez
hmotnost Slunce.

7 vasich vysledki predchozi ¢asti by mélo byt patrné, ze pro velké hmotnosti M bilého trpaslika je
treba brat elektronovy plyn jako relativisticky.

g) Napiste celkovou energii £ bilého trpaslika jako funkeci poloméru R pro danou fixni hmotnost M
v pripadé, ze elektronovy plyn je ultrarelativisticky. Co se stane, kdyz je hmotnost hvézdy prilis velka
a prevladne gravitace? Odvodte z odpovidajici nerovnosti maximalni moznou hmotnost M* bilého
trpaslika. Vysledek vyjddrete pomoci m,, a Planckovy hmotnosti

he
oG

mp) =

Uvedte také ¢iselnou hodnotu M* v jednotkdch hmotnosti Slunce. Opét predpokladejte, Zze na dva
nukleony pripadé jeden elektron, tedy M = 2Nm,. Hodnotu M™* porovnejte se znamou hodnotou
Chandrasekharovy meze a diskutujte mozné zdroje odchylek. [4 b]

Celkova energie hvézdy je v ultrarelativistickém pripadé rovna

3 3GM2 3 he 3 3 GM?
E(R) = °NE» — > _3pyhes3, 3
(B) = NEr = 15— =3V 5 V" "0 &

neboli

1
3[he/ 9M* \3 1 1
E(R)=-|—|——] —=GM?| —.
1) =3 [ 1 (64mg7r2> 5¢ 1 R

Funkce E(R) tedy v ultrarelativistickém pripadé nemd lokalni minimum, jako tomu bylo
v nerelativistickém pripadé. Pokud plati E' < 0 (tedy pokud prevladne gravitacni energie
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nad energii degenerovaného plynu), bude energie klesat s klesajicim R a hvézda se za-
¢ne smrstovat smérem k limitnimu pripadu £ — —oo pro R — 0. Stabilni konfigurace
neexistuje. Hranice stability nastava v pripadé E = 0 pro M = M*, coz dava

hc<9<M*>4>3 ~Laory,

4 64mf)7T2
neboli
M = m—%lE T - 5M,.
mg 16V 2

Vidime, ze v rdmci naseho zjednoduseného modelu bilého trpaslika jsme dostali limitni
hmotnost, ktera je priblizné trikrat vétsi nez hodnota Chandrasekharovy meze. Realné
bilé trpasliky samoziejmé nelze modelovat jako homogenni koule.

Poznamka: Obecny vztah pro Chandrasekharovu mez se od naseho vysledku lisi pouze o
celkovy faktor zahrnujici odmocniny z celych ¢isel a transcendentéalni ¢islo plynouci z fe-
seni Laneovy-Emdenovy rovnice (ktera je ekvivalentni podmince hydrostatické rovnovahy
na obecné vzdélenosti od stredu hvézdy).

D Pozorovani Jupiteru

(maz. 30 bodi)

POZOR!!! Je dilezité, abyste pozorovali po celou dobu krajského kola. Nenechavejte
pozorovaci tlohu na posledni chvili, nepodari se vim napozorovat kyzeny jev.

Dne 10. ledna 2026 bude planeta Jupiter v opozici. V pribéhu krajského kola pozorujte polohu
Jupiteru na obloze a zakreslujte ji do hvézdné mapky na obrazku 4 (nebo si vyrobte vlastni mapku).
Vyuzijte pak pozorovani provedend okolo 10. ledna, abyste spocitali ihlovou rychlost pohybu Jupiteru
po obloze v opozici a nasledné polomér aj drahy Jupiteru jako nasobek poloméru ayz drahy Zemé.
Obézné drahy Zemé i Jupiteru muzete povazovat za kruhové, pro vypocet muzete pouzit 3. Kepleriv

zakon ve tvaru
3 2
ajy o i

kde Py, resp. Py jsou siderické obézné periody Jupiteru, resp. Zemé. Predpokladejte pouze znalost
hodnoty FP;.

Na hvézdné mapce na obrazku 3 jsou vyznacCena nase pozorovani s jejich casy. Pozoro-
vani z mésta bylo obtizné, ale nikoliv nemozné. Autor vzorového teseni provedl vétsinu
pozorovani z Prahy. Jupiter a hvézdy Castor a Pollux byly vidét bez obtizi. Pokud ¢lovék
poodesel z bezprosttedni blizkosti poulicniho osvétleni, bylo mozné na obloze vytusit i
méné jasné hvézdy 0 Gem, ¢ Gem a x Gem a s jejich pomoci presnéji zakreslit polohu
Jupiteru. Jupiter se pohyboval v tésné blizkosti ekliptiky, a tak zanedbame sklon jeho
dréhy.

Vzdalenosti urazené Jupiterem mezi jednotlivymi pozorovanimi jsme na mapce zmérili v
centrimetrech a poté jsme je pomoci méritka prevedli na thlové vteriny. Méritko jsme
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Obrazek 3: Pozorovani Jupiteru ze dni 22. 11. 2025-18. 01. 2026. U kazdého pozorovani je zapsané
datum a cas.
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datum || 22. 11. | 05. 12. | 25. 12. | 02. 01. | 11. 01. | 18. 0O1.
datum | ¢as\cas || 22:00 | 23:00 | 21:15 | 23:55 | 19:50 | 23:20

22.11. | 22:00 X 114 11,1 11,6 13,5 14,6

05. 12.| 23:00 X 11,0 | 11,7 | 143 | 156
25. 12.| 21:15 X 135 | 182 | 194
02. 01.| 23:55 x 225 | 224
11.01. | 19:50 X 22.2
18. 01. | 23:20 X

Tabulka 1: Uhlové rychlosti Jupiteru mezi kazdou dvojici pozorovani v arcsec - h™!.

urcili tak, Ze jsme na mapce zmérili vzdalenost v centimetrech odpovidajici posunu 10°
v deklinaci. Pro kazdou dvojici pozorovani jsme vydélili ihlovy posun Jupiteru ¢asovym
rozdilem a 1thlové rychlosti v arcsec - h™! jsme zapsali do tabulky 1.
Zprumérovanim vysledki ze vsech nasich pozorovani jsme spocitali, ze Jupiter se v opozici
pohyboval tthlovou rychlosti w = 15,5(43) arcsec-h™' = 2,09(58) - 108 rad -s~*. Ta souvisi
s obéznymi rychlostmi vy Zemé a vy Jupiteru jako

Uz — Vg

w = (1)

CLJ—CLZ7

kde ay je velka poloosa obézné drahy Zemé a aj je velkd poloosa obézné drahy Jupiteru.
Vztah (1) mizeme prepsat jako

wlog 1o
w:—a‘] :wZaJ s
z o —1 ar

kde wy je tihlova rychlost obéhu Zemé kolem Slunce. Po dosazeni vztahu Py = 27;% a
P, = 2:% do 3. Keplerova zédkona mtizeme psat

3 2 2
ay ajy Uz,
ayz, Qyz CA] ’
(O8] ay,
vy ajy

Oznacime-li a = Z—; hledany pomér velkych poloos Jupiteru a Zemé, dostavame pro néj
rovnici

tedy

w - 1 - 1
wy, a—-1  af —ﬁ)(l—i—i&) a+/a’
neboli

kde wz = 1,99 - 10~ "rad - s~ je tithlova obéZna rychlost Zemé okolo Slunce. Odtud dosta-

neme reseni )
1 w
aJ:4[,/1+4wZ—1] az . (2)
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Velké poloosa Jupiteru po dosazeni namérené hodnoty w vysla a; = 6,9(24) au. Kvili
velkému rozptylu jednotlivych méreni thlovych rychlosti v tabulce 1 je i nejistota velké
poloosy Jupiteru velka. Nejistotu jsme spocitali ze vztahu

1 wy, 1 1 Q
A :<2,/1 4—1) - [4— | Aw =24 au.
w 1 + o SN T o w au

Nejistotu jsme mohli odhadout i jinymi zptsoby, naptiklad tak, ze bychom do rovnice
(2) dosadili krajni hodnoty odhadt tthlové rychlosti w — Aw a w + Aw. Spravnd hodnota
velké poloosy ay = 5,2 au se nachazi v rozmezi 1o od nasi spocitané hodnoty.

an

A pr—
@ Oow

Autorem testu A je kolektiv autortt AO. Ulohu B navrhli Daniel Ctvrtecka a Jakub Vosmera, lohu
C navrhli David Koméanek, Radka Kiizova a Jakub Vosmera, tilohu D navrhl Jindfich Jelinek.
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Obrazek 4: Mapa oblasti souhvézdi Blizenct, kde se v dobé konéni krajského kola bude vyskytovat Jupiter.
Je vyznacena ekliptika a rovnikova sif soufadnic s krokem 5° v deklinaci a 0"10™ v rektascenzi.
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