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Analyza dat

Ulohy

G Meéreni Hubbleovy—Lemaitrovy konstanty

(maz. 20 bod)

V nésledujici tloze se pokusime zrekonstruovat zptisob méteni, které provedl Edwin Hubble v roce
1929! a které vedlo k jednomu z nejvétsich prillomii v observaéni kosmologii. Tento pritlom byl mozny
jednak diky predchozi praci Henrietty Swan Leavitt, kterd v roce 1912 objevila, ze pro pulsujici
proménné hvézdy zvané cefeidy existuje zavislost mezi jejich absolutni magnitudou a periodou zmén
v jejich jasnosti, a jednak diky americkému astronomovi Vesto Slipherovi. Ten totiz ve stejném roce
jako prvni naméril cervené posuvy tzv. extragalaktickych mlhovin, aniz by je ovSem kosmologicky
interpretoval. Hubble ve své préaci pravé Slipherova méteni rychlosti vzdalovani vyuzil.

Na obrézku 1 jsou zobrazend pozorovana emisni spektra sedmi galaxii a obrazek 2 ukazuje refe-
rencni emisni spektrum zmérené v laboratori. Emisni spektra neobsahuji vSechny spektralni ¢ary
jako referencni spektrum, nebot urcité vinové délky jsou pohlceny, kdyz svétlo putuje mezihvézdnym
prostorem. To, které vinové délky jsou pohlceny, je pro kazdou galaxii jiné, protoze zalezi na distri-
buci hmoty mezi galaxii a pozorovatelem. Pro jednoduchost uvazujte, ze pozorovana emisni spektra
obsahuji jen c¢ary, které muzou byt nalezeny v referenénim laboratornim spektru. Téz predpokladejte,
ze intenzity emisnich ¢ar v pozorovanych emisnich spektrech byly naskalovany tak, ze jejich intenzita
odpovida intenzité v laboratornim spektru.

a) Na zdkladé téchto dat uréete pro kazdou galaxii jeji Cerveny posuv a rychlost vzdalovani v km/s.
[3,5 b]

Jak bylo feceno v zadani tlohy, vSechny spektralni ¢ary pozorované v emisnich spektrech
galaxii jsou obsazeny v laboratornim referenc¢nim spektru. Zaroven jsou intenzity sobé
odpovidajicich spektralnich ¢ar v obou spektrech shodné. Tyto informace miuzeme vyuzit
k tomu, abychom identifikovali ¢ary v obou spektrech, které si odpovidaji. Abychom snizili
chybu nepresnym odectenim vinové délky, budeme se snazit identifikovat c¢ary s delSimi
vinovymi délkami.

Cerveny posuv vypocteme jako
)\obs - /\lab

- )
/\lab

kde Aops je vinova délka v pozorovaném emisnim spektru a Ap,y, je vinova délka odpovidajici
spektralni ¢ary v referencnim spektru.

Rychlost vzdalovani potom miizeme vypocitat pomoci vztahu

VR CZ,

1V roce 2018 Mezindrodni astronomické unie (IAU) doporuéila pfejmenovat tento zdkon na Hubbletv—Lemaitriv
na pocest belgického astronoma Georgese Lemaitra, ktery teoretické odvozeni rozpindni vesmiru a prvni odhad této
konstanty publikoval jiz v roce 1927.
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Obrazek 1: Emisni spektra pozorovanych galaxii.
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Laboratorni spektrum (400 - 700 nm)
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Obrazek 2: Referen¢ni spektrum mérené v laboratori.

kde ¢ = 299792km/s je rychlost svétla ve vakuu. Pouziti relativistického vzorce je téz
mozné, nicméné pro hodnoty z v tloze je chyba odecitani spekter srovnatelna s presnosti,
kterou bychom ziskali jeho pouzitim . Vysledky métenych cervenych posunt a rychlosti
vzdalovani jsou shrnuty v tabulce 1.

Tabulka 1: Zmétené cervené posuvy pro pozorované galaxie.

Galaxie zZ Rychlost vzdalovani [km/s]
Galaxie 10,0263 7884
Galaxie 20,0285 8553
Galaxie 30,0107 3196
Galaxie 4 00,0280 8399
Galaxie 50,0172 5150
Galaxie 60,0264 7901
Galaxie 70,0027 821

Predpokladejte, ze vztah mezi absolutni hvézdnou velikosti cefeidy, M, a jeji periodou ve dnech, P,
m4 tvar?
M = —2,43[log,,(P [den]) — 1] — 4,05.

Na obrézcich 3 a 4 jsou zobrazené svételné kiivky sedmi cefeid, které byly pozorovany v sedmi
galaxiich z predchozi otazky. Vzdy plati, Ze cefeida i byla pozorovana v galaxii i.

b) Na zakladé téchto svételnych kiivek urcete vzdélenosti téchto cefeid v Mpe. Zdéanliva hvézdna
velikost cefeidy v Pogsonové rovnici je stfedni hodnota hvézdné velikosti dané cefeidy odhadnuta
z prilozenych dat. [7,0 b]

Periodu cefeid P z prilozenych svételnych kiivek nejpresnéji zjistime, pokud uréime ATy
dobu trvani N celych period a tuto dobu vydélime N. Timto zptsobem minimalizujeme
¢teci chybu. Periodu uréime ze vztahu

ATy
- =2

Stredni vizualni hvézdna velikost pro danou cefeidu je pak ta hodnota, ktera lezi priblizné
uprostfed mezi maximy a minimy .

P

2Tento vztah je uréen empiricky na zékladé pozorovani a piesné hodnoty ¢iselnych koeficientt se miiZou v literatuie
lehce lisit na zdkladé dat, ktera byla pro méfeni pouzita.
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Obrazek 3: Svételné krivky pozorovanych cefeid (1/2)
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Obrazek 4: Svételné krivky pozorovanych cefeid (2/2)
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Absolutni hvézdnou velikost vypocitame pomoci vztahu ze zadani, kam dosadime urc¢enou
periodu dané cefeidy ve dnech.

Nakonec vzdalenost cefeidy, a tudiz i celé galaxie, ur¢ime z Pogsonovy rovnice

M =m+5 — 5logyy(d),

m

d=10"""3" [pc].

Hodnoty strednich vizualnich hvézdnych velikosti, period a vzdalenosti urcenych z Pog-
sonovy rovnice jsou shrnuté v tabulce 2 .

Tabulka 2: Zmérené parametry pozorovanych cefeid
cefeida (m) [mag] P [den] d [Mpc]

cefeida 1 29,02 77,4 111
cefeida 2 29,27 73,6 122
cefeida 3 27,90 53,8 55,7
cefeida 4 29,15 98,5 133
cefeida 5 28,33 65,5 74,6
cefeida 6 30,16 37,5 132
cefeida 7 24,36 61,7 11,6

c) Narysujte graf zavislosti rychlosti vzdalovani galaxie v km/s na jeji vzddlenosti v Mpc. [4,0 b]
Spravné Teseni této casti je spojené s nasledujici podotazkou. Vysledny graf je narysovany

v nasledujici sekci Teseni.

Metoda nejmensich c¢tvercu je exaktni zptisob, jak nalézt funkci, kterd nejlépe aproximuje zadané
body. V této tloze uré¢ime Hubbleovu konstantu pomoci metody nejmensich ¢tvercti a téz smérodat-
nou odchylku urcené hodnoty.

V nésledujicim textu budeme uzivat znaceni, Ze i-ty bod v grafu ma soutadnice [x;,y;] a v grafu je
n bodi. Obecna rovnice primky v grafu ma tvar

y(r) =azx +b
a Hubbletiv—Lemaitriv zakon tika, ze rychlost vzdalovani galaxie v je pfimo imérna jeji vzdalenosti d
U(d) = Hod .

Hubbleova—Lemaitrova konstanta Hy je v nasem pripadé neznamy parametr, ktery chceme urcit na
zakladé dat a konstantni ¢len b = 0. Metoda nejmensich ¢tverct tika, ze smérnice primky ktera
prochazi poc¢atkem a kterd nejlépe aproximuje tyto body, se urci jako

> TilYi
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Smeérodatna odchylka potom je

n

2 (Y — ax;)?
o =1 _

(n—1) 3 a7

i=1
d) Jaka je hodnota Hubbleovy-Lemaitrovy konstanty urcend touto metodou a jaka je smérodatna
odchylka vysledku urcena cisté z fitu? Vypocitanou primku téz narysujte do grafu z predchozi tlohy.
[5,5 D]

Pro snazsi vypocet urcime ciselné hodnoty jednotlivych ¢lent ve vzorci

7
> @iy = 4650 - 10°kms ™ Mpe,

i=1

7
> a7 = 71120 Mpc?.

i
i=1

7
2 T 4650 - 10°

HO a = v =
5 71120

xT;

kms™' Mpc™ = 65,4kms™! Mpc™!

KM\] 1L

=1

A pro urceni o, jesté vypocCteme

7
> (yi —ax;)? = 1634 - 10° km®s 2.

X —av)® - a3a108
— — 7‘:1— - 7 —1 —1 - —1 —1
OH, = 04 671120 kms™" Mpc 2,0kms™ Mpc

(n—1) 3 a?
=1

Tim jsme urcili Hubbleovu-Lemaitrovu konstantu jako Hy = (65,4 +2,0) kms~! Mpc ™.

Vysledny graf s narysovanou primkou , kterou jsme vypocitali, je zobrazen na obrazku 5.
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Hubbleuv zdkon
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Obrazek 5: Vysledny graf s nafitovanou ptimkou ve tvaru v = Hyd.
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H Eddingtonovo zatméni

(mazx. 20 bodi)

Dne 29. kvétna roku 1919 Sir Arthur Stanley Eddington potidil pozorovani zatméni Slunce, které
zménilo svét. Jeho vyprava na Princiv ostrov (v dnesni Demokratické republice Svaty Tomas a Prin-
cuv ostrov v Guinejském zalivu) zaznamenala polohy nékolika hvézd, které se nepatrné lisily od
jejich poloh na snimcich, které poridili pred zatménim. Tyto odchylky byly v souladu s predpovedi
Einsteinovy teorie relativity, podle které je tihlova odchylka d¢ paprsku déana vztahem

GM@ 97@

_4 1
o CR. 0 (1)

kde GG je gravitacni konstanta, My je hmotnost Slunce, ¢ je rychlost svétla, oo, = 960" je thlovy
polomér Slunce, a 6 je puvodni (neodklonénd) tihlova vzdalenost stredu Slunce od pozorované hvézdy
ve stejnych jednotkach jako thlovy polomér Slunce.

Od dob Eddingtonova prikopnického méreni se pozorovaci technika dramaticky posunula. Dnes ast-
ronomové tento slavny experiment tispésné opakuji béhem tplnych zatméni Slunce pomoci modernich
elektronickych snimaci. V Tabulce 4 naleznete polohy hvézd v pixelech. Souradnice Xg a Y5 oznacuji
ptivodni polohu hvézdy, a Xg a Yg oznacuji polohu hvézdy pti zatméni Slunce.

a) Oduvodnéte, jak je mozné, Ze v praktickych situacich muzeme odec¢itat polohu hvézd s presnosti
vyssi, nez je 1 px. [1,5 b]

V pripadé, ze se hvézda na snimku jevi pouze jako jeden pixel, tak polohu presnéji ode-
¢ist nemtzeme. Pokud ovSem rozptylova funkce s polositkou FWHM hvézdy na snimku
zabird vicero pixeld, a zaznamenali jsme ji s pomérem signalu ku Sumu (SNR), pak se
astrometrickd presnost odec¢tu chova jako

FWHM
SNR

Je to proto, zZe porizujeme vazeny aritmeticky priumér souradnic pixeli, kde ,,vahy“ jsou
dany zaznamenanymi hodnotami na pixelech.

Oast X

V nasledujici ¢asti bude tkolem urcit koeficient imérnosti z rovnice 1

GMe o0

A=4
CQR@

ve ¢tverecnich thlovych vtetrinach, tak aby
dp A 1

1/ (1//)2 2] ’

b) Uvazujte, ze 1” zabird na snimaci presné 2px, a ze stfed Slunce spadd presné na souradnice
(0,00;0,00). Vypocitejte hodnoty € a d¢ pro kazdou hvézdu v Tabulce 4. Déle si do tabulky zaneste
vhodny pomocny sloupec, abyste v nasledujici ¢asti mohli urcit koeficient A linearni regresi. Uva-
zujte, ze snimek byl jiz zpracovan tak, aby vzdalenosti v pixelech odpovidaly ithlovym vzdélenostem
linedrné. [7,0 b]
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Viz tabulka 3.

6¢ (arcsec) vs 1/6 (arcsec™) 6 (px) vs 1/6 (px~1)

304 X data 64 X data x
—— Lineami fit: 6 = 1666.67 x (1/6) — Lineami fit: 6 =6666.68 x (1/6(px))
— = Teorie: 6p = 1680arcsec? x (1/6) — = Teorie: 6= 6720.00px2 x (1/8(px))

25

2.0

6¢ (arcsec)
&

0.00000  0.00025 0.00050 0.00075 0.00100 0.00125 0.00150 0.00175 0.0000 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008
1/6 (arcsec™!) 1/6 (px~1)

Obrazek 6: Zavislost d¢ na 1/6.

Tabulka 3: Tabulka thlovych vzdalenosti 8 a tthlovych odchylek de.
Idx 0 (px) 6(17) 1/0 (1/17) 1/6 (1/px) dp (px) dp (17)

1 1871,40 935,70  0,001069  0,000534 3,46 1,7305
2 194592 972,96  0,001028  0,000514 3,46 1,7279
3 2295,65 114782  0,000871  0,000436 2,81  1,4050
4 2685,23 1342,62  0,000745  0,000372 2,39 1,1938
5 1758,49 879,24  0,001137  0,000569 3,49  1,7461
6 1795,41 897,70  0,001114  0,000557 3,67 11,8327
7 1509,84 754,92  0,001325  0,000662 4,44 22191
8 1154,16 577,08  0,001733  0,000866 5,99 29967
9 1202,65 601,33  0,001663  0,000831 5,02 2,7615
10 185148 925,74  0,001080  0,000540 3,70 1,8521
11 1386,33 693,17  0,001443  0,000721 4,80  2,3997
12 2500,17 1250,09  0,000800  0,000400 2,97  1,4833
13 2234,00 1117,00  0,000895  0,000448 2,89  1,4460
14 1789,05 894,52  0,001118  0,000559 3,42 1,7107
15 151197 755,99  0,001323  0,000661 4,28  2,1388
16 2479,80 1239,90  0,000807  0,000403 2,69 1,3449
17 1163,45 581,72  0,001719  0,000860 5,93 2,9627
18 1274,35 637,18  0,001569  0,000785 5,32 2,6619
19 2177,00 1088,50  0,000919  0,000459 3,15 1,5767
20 2363,21 1181,61  0,000846  0,000423 2,76 1,3781

c¢) Vytvorte vhodny graf, ze kterého bude mozné ziskat hodnotu A v (1”)? linearn{ regresi. [8,5 b]
Viz obr. 6.

d) Urcete hodnotu A a jeji nejistotu. Srovnejte ji s teoretickou hodnotou. [3,0 b]
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Napovéda: Miize se vam hodit vztah pro linearni regresi z predchozi tlohy.

Linearni regresi s nulovym konstantnim clenem ziskavame

A = (1667 + 14) arcsec? .
Dosazenim do teoretické zavislosti ziskavame

B 4GM@ 206265"

A= .
2R.  1lrad

-960” = 1681 (arcsec)?.

Tabulka 4: Polohy hvézd pred zatménim a béhem tplného zatméni

Index Xs (px) Y5 (px) Xg (px) Yg (px)
Hvézda 1 -001,84 1802,86 -502,65 1806,22
Hvézda 2 -1375,93 -1376,02 -1378,33 -1378,50
Hvézda 3 -1767,67 1464,70 -1769,94 1466,35
Hvézda 4 -1917,66 1879,64 -1919,51 1881,15
Hvézda 5 1329,77 -1150,64 1332,36 -1152,98
Hvézda 6  -1272,70 -1266,38 -1275,50 -1268,75
Hvézda 7 44741 -1442,02 448,64 -1446,29
Hvézda 8 -175,72  1140,70 -176,40 1146,66
Hvézda 9 -1201,30 56,94 -1206,82 57,27
Hvézda 10 369,66 -1814,20 370,03 -1817,88
Hvézda 11 430,18 -1317,90 431,75 -1322,44
Hvézda 12 -1739,79 1795,54 -1741,74 1797,78
Hvézda 13 1862,53 1233,59 1864,90 1235,24
Hvézda 14  -781,54 -1609,31 -783,06 -1612,38
Hvézda 15 -1511,85 -19,29 -1516,09 -19,87
Hvézda 16 -1862,45 1637,28 -1864,29 1639,24
Hvézda 17 -964,88 650,09 -969,84 653,33
Hvézda 18 186,84 -1260,58 187,55 -1265,86
Hvezda 19 187834 1100,53 1881,07 1102,11
Hvézda 20 1758,00 1579,31 1760,31 1580,81

Ulohu G navrhl Ondfej Theiner, tlohu H navrhl Marco Souza de Joode.
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