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Teoreticka cast
Kratké ulohy

A OPAVA-1

(maz. 10 bod)

Resitelé krajského kola AO se pro §patné pocasi rozhodli vypustit na ob&znou drdhu Zemé kosmicky
dalekohled. Mise OPAVA-1 se pysni primarnim zrcadlem o priméru D = 20cm a citlivou CCD
kamerou, které staci pouhych N = 100 fotoniu k registrovani signalu. Vypoctéte horni limit myy,
magnitudy hvézd, které uvidite na snimcich s expozi¢nim ¢asem 7 = 30s. Vysledek uvedte ¢iselné v
mag. Pro zjednoduseni predpokladejte, ze se kazda hvézda zobrazi pouze na jeden pixel snimace a
hvézdy vyzaruji cely sviij vykon na A = 500 nm. Zanedbejte atmosférickou extinkci a vsechny zdroje
sumu.

Necht rg je vzdéalenost Zemé od Slunce, m. bolometrickd hvézdna velikost Slunce a L
zarivy vykon Slunce. Pak bolometricky tok zareni ze Slunce na Zemi urcime z rovnice

Lo
Fo = .
7 4
Energie jednoho fotonu je dana vztahem
he
E’Y - 7 5

kde h je Planckova konstanta a c rychlost svétla ve vakuu. Tok fotonti od Slunce pak bude
dan jako

_Jo_ Lok

B, dwrdhe’

Mezni bolometricky tok JFj, zareni ur¢ime z rovnice
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Mezni pozorovatelnou hvézdnou velikost my;,, dostaneme z Pogsonovy rovnice
; 16N her?
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B Gravitacni refrakce

(maz. 10 bodi)

Maly princ v jednom ze svych (nepublikovanych) dobrodruzstvi ptilétl na povrch neutronové hvézdy
HESS J1731-347, kterd ma ze vsech znamych neutronovych hvézd nejmensi hmotnost. V rozmaru
chvile pohlédl na nebe a zacal pocitat hvézdy. Po chvilce si uvédomil, ze dokaze vidét vyrazné vétsi
¢ast oblohy, nez by vidél ze své domovské planetky. Urcete, jak velkou ¢ast p oblohy (¢iselné v
procentech) vidi Maly princ, pokud ma dand neutronové hvézda hmotnost M = 0,8M, polomér
R = 10km a velmi velkou periodu rotace. Uvazujte, ze Maly princ je opravdu maly, a tudiz miizeme
v této tloze jeho vysku ignorovat.

Ndpovéda: Obecné teorie relativity predpovida, ze paprsky svétla se pti priletu centralnim gravitac-
nim polem nerotujictho a nenabitého sféricky symetrického télesa ohnou o tihel

15 15 61
A=ont (201 2—( —> 5.
77+(167T )" 6" 12)T T

kde n = 2GM/(rminc?) a rmim je nejmensi radidlni vzdalenost paprsku od stfedu gravitujiciho télesa.
Budeme na nebeskou sféru nahlizet jako na sféru o jednotkovém poloméru. Pokud by
gravitacni refrakce nebyla pritomna, nevidél by Maly princ presné polovinu nebeské sféry,
ktera ma plochu 27. Diky refrakei ale vidi pod horizont o (zatim nespecifikovany) thel 6.
Misto celé polosféry tak nevidi jen kulovou tise¢ s polarnim tihlem ¢ = 7 — 6 a plose

Snevidi = 2m(1 — cos @) = 27(1 — sinf).
Plocha, kterou vidi, je tedy rovna
Sviai = 27(1 +sin ) .
Podil plochy nebeské sféry, kterou dokaze Maly princ pozorovat, tedy urcime jako
Sviat 1 +sind
AT 2

Uhly A a 6 jsou svazany rovnici

0=—,

2
kde pri vypoctu A dosazujeme r,;, = R, protoze limitni paprsek, ktery jesté dopadne do
princova oka, musi byt presné tecny k povrchu neutronové hvézdy. Po dosazeni dostaneme
A = 35°, takze 6 = 18° a konecCné
p=65%.

Pozndmka: zadany vztah pro ihel A v zavislosti na n predstavuje pruni tri cleny Taylorova
rozvoje presného vztahu

1
A:—W—I—Q/ dr ,
0 \/1—1‘2—7](1—x3)

ktery plyne z rovnice geodetiky pro foton ve Schwarzschildové prostorocasu. Ciselnym do-
sazenim bychom pro danou neutronovou hvézdu dostali A = 36°, coZ je v dobrém souladu
s pribliznym vypoctem vyse. V pripadé tezsich neutronoviych hvézd bychom ovsem potre-
bovali ponechat vice radi v rozvoji.
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C No¢ni mira Rehore XIII.

(maz. 10 bodi)

Perioda precese rotacni osy Zemé je P = 25725let a oznacuje se jako Platénsky rok. Zptsobuje
posun jarniho bodu tak, Ze v antickém Recku byl jarnf bod v Beranovi a dnes je v Rybach. Kromé
toho dochazi ke staceni apsidalni primky Zemské orbity kolem Slunce, a to s periodou pftiblizné
IT = 112000 let. Precese apsidalni osy Zemské drahy je tzv. pozitivni, dochézi k ni tedy ve sméru
obihéni Zemé kolem Slunce. Zemé v soucasné dobé vstupuje do perihelia 3. ledna a jarni rovnodennost
nastava 20. nebo 21. bfezna. Tropicky rok trva Yp = 365,242 19 dne. Gregoriansky kalendar vyuziva
nasledujicich pravidel:

1. Rok, ktery neni prestupny, ma 365 dni.

2. Je-li rok délitelny Ctyimi, pak je prestupny (mé 366 dni).
3. Je-li ale rok délitelny stem, pak prestupny neni.

4. Je-li ovSem délitelny ¢tyrmi sty, pak ovsem prestupny je.

a) Urcete stiedni délku gregorianského roku Yq (¢iselné ve dnech). Urcete, jak dlouho trva, aby se
gregoriansky kalendar rozesel vic¢i rocnim obdobim o jeden den. Rok, ve kterém tento rozchod o den
nastane, pocitejte od zavedeni gregorianského kalendare roku 1582.

Staré kalendare uzivaly pouze prvniho pravidla, a jejich stredni rok mél 365 dni. Juliansky
kalendar uziva prvni dvé pravidla a jeho rok ma 365,25 dne. Gregoriansky rok je kratsi o
3 dny na 4 stoleti, tedy jeho stfedni rok trva o 3/400 dne méné, t;j.

3
Yo = 25d — —d = 2425d.
a = 365,25 100 365,242 5

K rozchodu kalendari tedy dojde za

1d

— = 3225
Yo —Yr ’

obéhit Zemé kolem Slunce, tedy kolem roku

1d
1582 + —————— = 4807.
* Yo —Yr

b) Urcete, zda se bod na obloze, kde je Slunce v periheliu a jarni bod pohybuji v souhlasném nebo
nesouhlasném sméru po ekliptice. Svoje tvrzeni odivodnéte. Urcete, jak casto dochazi ke koincidencim
perihelia a jarniho bodu (¢iselné v letech). Urcete co nejpresnéji datum a rok nejblizsi takovéto
koincidence.

Perihelium a jarni bod se pohybuji po ekliptice v nesouhlasném sméru. Perihelium se

posouva do jara, protoze precese apsid je pozitivni. Na obloze se jevi jako posun pe-
rihelia ve sméru ro¢niho pohybu Slunce, jeho ekliptikalni délka nartusta. Naopak efekt
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orbitalni precese posouva jarni bod proti rocnimu pohybu Slunce. Efekty se tedy sé¢itaji
a ke koincidencim obou bodu dochéazi s periodou p, kde

1 N 1
p P I
Numericky vyjde
p=20919let .
Perihelium predchazi jarni rovnodennost o 76 dni. K nejblizsi koincidenci dojde za
76
——— p=4352let.
365,251~ 10Rle

tj. v roce 6376. Datum ovsem zustane skoro stejné jako rovnodennost naseho stoleti:
gregoriansky kalendar byl sestaven tcelné pro dobrou korespondenci s tropickym rokem.
Datum tedy bude 18. az 20. brezna, protoze doslo ke kalendainimu posuvu o trochu vice,
nez jeden den.

D Udrzba fotovoltaické elektrarny
(maz. 10 bodi)

Vyspéla civilizace ziskava cast elektrické energie z fotovoltaické elektrarny ve vesmiru. Solarni panely
jsou namifeny kolmo k hvézdé mistni soustavy a dopada na né zafivy tok k = 1400 W-m~2. Problém,
ktery musi udrzba elektrarny resit, je klesajici i¢innost panelt. Konkrétné, i¢innost panela klesa z
pocétecnich 50 % a pii dosazeni 30 % je zaddnim panel vyménit za novy. U¢innost paneli nicméné
klesd nerovnomeérné a rychlost degradace je zna¢né nehomogenni. Urcité se proto nevyplati vyménit
panely vzdy po uplynuti jisté doby od instalace. Zaroven neni uc¢innost kazdého panelu mérena
automaticky a takové méreni by i s pouzitim autonomniho robota zabralo spoustu casu. Techniky
proto napadlo sledovat tc¢innost zatiZzenych paneli termokamerou (zatiZenym panelem se rozumi
panel piipojeny k elektrické siti, ze kterého je odvadéna elektrickd energie).

a) Predpoklddejme, ze existuje kritickd teplota panelu T, kterd odpovidd tcinnosti 30 %. Rozhod-

néte, zda jsou k vymeéné urceny vSechny panely s nizsi, nebo vyssi teplotou.

K vyméné jsou urceny vsechny panely s vyssi teplotou nez je T, protoze se vice zahtivaji,
méné energie se preménuje na elektrickou a jejich ic¢innost musi byt nizsi nez 30 %.

b) Urcete kritickou teplotu T, kterou méa zatizeny solarni panel s u¢innosti 30 % ve stavu termody-
namické rovnovahy se svym okolim. Predpokladejte, Ze panel je rovinna deska, ktera pohlti veskeré
dopadajici zareni a vyzaruje jako absolutné c¢erné téleso z obou svych povrchi. Déale urcete teplotu
nového panelu T, s ucinnosti 50 % ve stavu termodynamické rovnovahy se svym okolim. Vysledky
uvedte c¢iselné v K.

Energeticka bilance solarniho panelu lze popsat rovnici

P=PF +PF, (1)
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kde P je vykon dopadajiciho zareni, P, je elektricky vykon a P, je vyzarovaci vykon
panelu. Oznac¢ime-li plochu solarniho panelu jako S, pak je vykon dopadajiciho zareni na
solarni panel P = kS. Elektricky vykon lze vyjadrit jako

P, =nkS,
kde 7 je elektricka uc¢innost solarniho panelu. Vyzarovaci vykon P, je
P, =20T"'S,

kde o je Stefanova-Boltzmannova konstanta, tedy o = 5,67 - 1078 W - m~2 - K~* a faktor
2 odpovida vyzarovani obéma povrchy. Dosazenim do rovnice (1) dostaneme

k= nk +20T*,

odkud vyjadiime kritickou teplotu 7, odpovidajici kritické ac¢innosti 1. = 30 % jako

TC: 4 k(]‘_nc) .
20

¢iselné vychazi T, = 305 K. Pro panel s uc¢innosti 50 % vyjde T, = 280 K.

Dlouhé ulohy

E Tisseranduv invariant

(maz. 20 bodi)

Ve Slune¢ni soustavé velmi casto dochazi k tésnym priblizenim planet a mensich téles (planetek nebo
komet), v dusledku nichz se mohou obézné dréhy téchto malych téles drasticky ménit. Cilem této
tlohy bude odvozeni jisté funkce orbitalnich elementi planetky (tzv. Tisserandova parametru), jejiz
hodnota zustava pred a po priblizeni k planeté témér nezménéna. Uvidime, Ze tato veli¢ina je velmi
uzitecna pro studium poruch drah malych téles ve Slunecni soustave.

Uvazujme systém obsahujici centralni téleso (hvézdu) o hmotnosti M, kolem néhoz po kruhové draze
o poloméru R obih4 téleso (planeta) o hmotnosti m < M.

a) Napiste vyraz pro obéznou (kruhovou) rychlost v planety kolem centralni hvézdy pomoci G, M a
R.

Mame

Déle budeme uvazovat téleso (planetku) o hmotnosti ¢ < m < M, kterd obiha centrélni hvézdu po
draze o velké poloose a a excentricité e. Sklon roviny této drahy vici roviné obéhu planety oznacme
jako 7. Uvazujme pro jednoduchost nejprve, ze ¢ = 0.

b) Napiste vyraz pro velikost v rychlosti planetky v okamziku, kdyz se od centralniho télesa nachézi
ve vzdalenosti, ktera je rovna poloméru R kruhové drahy planety. Vysledek zapiste pomoci V) R a a.
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Ze vztahu pro celkovou mechanickou energii planetky lze odvodit

2 1 R
= M-S ——)=4/2-—=V.
! G <R a> av

c) Urcete prumét vy této rychlosti do sméru tecného k obézné draze planety. Vysledek vyjadiete
pomoci V, R,a a e.

Oznacme vy, rychlost planetky v perihelu. Ze zakona zachovani momentu hybnosti mizeme

psat
v R =wvpa(l —e) = \/GMLL“Q_@ — i]a(l —e) =1/GMa(l — e?),
v = Gé\/zfa(l —e?) = ,/%(1 —e?)V.

Predpokladejme nyni, ze dojde k tésnému priblizeni planetky a planety.

a tedy

d) Vypoctéte velikost u rychlosti (vzhledem k planeté), kterou planetka vstupuje do oblasti, kde
dominuje gravitacni vliv planety. Z pohledu gravitacniho ptusobeni planety se tedy jedné o rychlost
,v nekonecnu*, avsak muzeme stale uvazovat, ze se planetka nachazi ve vzdéalenosti R od centralni
hvézdy. Vysledek vyjadrete pomoci veli¢in V| R, a a e.

Jelikoz mame m < M, bude velikost oblasti gravita¢niho vlivu planety velmi mald v
porovnani s R. Vzhledem k centralnimu objektu tedy bude planetka do gravitacniho
vlivu planety vstupovat rychlosti o velikosti v. Odpovidajici velikost u rychlosti v soustavé
planety pak urcime jako

u = \/(v” — V)2 407,

kde jako v} = v* —vf jsme oznacili kvadrat slozky rychlosti planetky kolmé na drahu
planety. Mame tedy

u:\/('z)” — V)2 +0? v = \/v2—2V'U||+V2,

Dosadime-li za v, v a V' z predchozich poduloh, dostaneme

R a
—3-T 2/t —e)V,
U \/ ” R( e?)

e) Jak by se zménil vysledek tikolu c) pro primeét v rychlosti planetky do sméru tecného k obézné
draze planety v pripadé nenulového sklonu ¢ vi¢i roviné obéhu planety?

Oznacme jako f thel, ktery svira rychlost planetky s jejim pravodicem. Potom mizeme

psat
v = vsin S cosi,
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neboli

v
vsin f = —H )
cos1

Velikost momentu hybnosti na jednotku hmotnosti planetky ve vzdalenosti R od centralni
hvézdy tedy nyni musime vyjadrit jako

vRsin = :(!5 =4/GMa(l —e?),
i

a

R

odkud mame
(1 —e?)Vcosi.

v =

f) Napiste rovnéz, jak by se zménil vysledek tikolu d) v pfipadé nenulového sklonu i. Vyraz pro
velikost rychlosti v nyni zapiste pomoci V' a Tisserandova parametru

R a

T="12/%

a R

ktery chapeme jako funkci 7 (a, e,i) orbitalnich elementt a, e a i planetky.

(1 —e?) cosi,

Oznac¢ime-li v3 = v? — Uﬁ kvadrat pramétu rychlosti planetky do roviny kolmé na te¢nu

k obézné draze planety, dostaneme opét

u:\/(vH—V)Q—vﬁ%—v?

Dosadime-li nyni za v z vysledku predchozi c¢asti, dostaneme podobnym postupem jako
v Casti d)

u:\/?)—R—Z %(1—62)COSiV.

a
To lze pomoci Tisserandova parametru vyjadrit jako

u=vV3-TV.

Vlivem priblizeni planetky k planeté dojde ke zméné orbitalnich parametri planetky. Jejich nové
hodnoty ozna¢me jako d’, ¢’ a 7.

g) Zduvodnéte, pro¢ se hodnota Tisserandova parametru planetky nasledkem priblizeni k planeté
nezméni. Jinymi slovy ukazte, ze plati

T(a,e,i)="T(d e, i).

Ve vztazné soustavé planety je prilet popséan elastickou srazkou (mechanickd energie se
v centralnim poli planety zachovava). Velikost rychlosti «/, kterou planetka vzhledem
k planeté vylétava (opét ,,v nekoneénu“) z oblasti gravitacniho pusobeni planety, tedy
splnuje

u=u.
Jelikoz v muzeme podobné vyjadrit jako /3 —T'V, kde T" = T(d',€,7'), dostavame
okamzité, ze

T =T.
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U planetky 2018 UA byla v rijnu roku 2018 pozorovana nahla porucha orbitalnich elementti: ptivodni
hodnoty a = 2,873 - 10" m, e = 0,5470, i = 6,368° se v horizontu nékolika dni zménily na nové
hodnoty a’ = 2,080 - 10 m, € = 0,4474, ' = 2,644°. V tivahu tedy pfipadd zména orbitdlnich
elementii v disledku tésného priiletu planetky kolem Zemé, nebo Marsu.

h) Vypoctéte polomér drahy R rusiciho télesa (¢iselné v m) a na zdkladé toho rozhodnéte, jestli
planetka proletéla kolem Zemé, nebo kolem Marsu. Pro jednoduchost predpokladejte, ze inklinace
drahy rusiciho télesa vzhledem k roviné ekliptiky byla rovna nule.

Ze zachovani Tisserandova parametru pred a po priletu plyne rovnost

R R !
o +2,/%(1 —€?) cosi = = —|—2\/%(1 —¢'?) cost’,

odkud muzeme vyjadrit

e {2 cont 1= oni]

Po dosazeni ¢iselnych hodnot dostaneme R = 1,499 - 10" m. ObéZn4 drdha planetky tedy
byla zménéna v disledku priletu kolem Zemé.

F Brouk Pytlik astronomem

(maz. 20 bodi)

Malokdo to vi, ale brouk Pytlik byl obstojnym amatérskym astronomem. Proto nebyl zaskocen, kdyz
se jednou ocitl na prizkumné sondé o hmotnosti m = 1,0t na neznamém misté v Galaxii. Jako
prvni si pomoci sméru ke vzdalenym hvézdam definoval kartézskou souradnicovou soustavu (z,y, 2)
s pocatkem odpovidajicim poloze jeho sondy.

Vlastné v Pytlikové okoli neni docela pusto. Ve vzdalenosti ¢ = 3,0km v kladném sméru osy z si
vsiml identické sondy taktéz s hmotnosti m = 1,0t. AvSsak nevsiml si blizké Schwarzschildovy ¢erné
diry s hmotnosti M = 1,0 M, ve vzdalenosti r = 7,0 - 10° km, protoZe ji nevidi. Konfigurace téles
a soufadnicové soustavy v ¢ase t = 0 je zobrazena na obrazku 1. Cisté ndhodou obé sondy obihaji
¢ernou diru po kruhovych drahéch v roviné (z,y).

Brouk Pytlik ma pristroje, s jejichz pomoci mize s vysokou presnosti métit ¢as, polohy a jasnosti
okolnich hvézd, vzdalenost druhé sondy i jeji polohu vici hvézdam. Nemuze ale ovladat pohyb svoji
sondy, ta obiha po stale stejné kruhové draze.

Nejdrive si udélame jasno, jaké aproximace muzeme pouzit.
a) Zdavodnéte, pro¢ je v tomto pripadé mozné zanedbat efekty obecné teorie relativity, a prestoze

se jedna o pohyb v okoli ¢erné diry, vystacime si s klasickou fyzikou.

Vyznam efektii obecné relativity na nase dvé sondy muzeme posoudit tak, zZe porovname
gravitacni potencial

_GM

r

U= = —-1,90-10" m?-s72.
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*
vzdalena hvézda

~ 7/ 7/ y
¢ernd dira
Pytlikova sonda . druhd sonda

“ / / ~
o ? x vzdalena hvézda

Obrazek 1: Umisténi obou sond a ¢erné diry v ¢éase t = 0 pfi pohledu ,shora“ (z kladného sméru osy z).
Brouk Pytlik se nachézi v sondé blizsi k ¢erné dife. Sondy obihaji ¢ernou diru v roviné (z,y). Souradnicova
soustava je vytycenda vzhledem ke vzdalenym hvézdam.

s rychlosti svétla na druhou. Ziskame pomér

v 6
p="y =21-1075.
C

Jelikoz p < 1, mizeme efekty obecné teorie relativity zanedbat.

Jiné zduvodnéni spoléhd na to, ze ¢ernd dira ma stejnou hmotnost jako Slunce a Pytlikova
sonda obiha ve vzdalenosti priblizné rovné poloméru Slunce. Nezalezi, jestli se vznasime
v blizkosti povrchu Slunce a hmotnost 1 M, se nachdzi v kouli o poloméru 6,96 - 10° km
nebo jestli je ta stejnd hmotnost stlacena pod Schwarzschildiv polomér. Obé situace jsou
ekvivalentni. Jelikoz v blizkosti povrchu Slunce nehraje obecna relativita podstatnou roli,
ani v pripadé Pytlikovy sondy ji nemusime pouzit. Vzdyt Arthur Eddington nameéril
v roce 1919 pri zatméni Slunce ohyb paprskitt hvézd zptsobeny hmotou Slunce v fadu
uhlovych vtefin, coz je velmi mald hodnota.

b) Jakou silou Fy (¢iselné v N) na sebe pusobi obé sondy? O jakou vzdédlenost Al (Ciselné v m) by
se sondy priblizily za 1 rok, kdyby se nenachazely v blizkosti ¢erné diry a kdyby zacinaly s nulovou
vzajemnou rychlosti? Na zakladé vysledkt usudte, zda je nutné pro kratké casové skdly uvazovat
vzajemné gravitacni ptisobeni obou sond.

Sondy na sebe ptisobi pritazlivou gravitacni silou

G 2
Fo=""" 2742107 12N
€
Na kazdou sondu tudiz pusobi zrychleni
G
o=~ =7 4210 P m 72
€

Zrychleni je opravdu velmi malé, zkusime tedy ze zacatku odhadnout posun kazdé sondy
pomoci vztahu znamého z kinematiky

1
Ae ~ —agt?,
e m Sa
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kam dosadime za ¢as t = 1,0 yr = 3,156 - 107 s. P¥i pouziti tohoto vztahu piedpokladame,
ze télesa se vuci sobé za cas t priblizila zanedbatelné malo, takze muzeme zrychleni ag
povazovat za konstantni. Jen pokud by Ae vyslo nezanedbatelné oproti €, museli bychom
pouzit presnéjsi metodu. Po dosazeni cisel vyjde priblizeni jedné sondy

Ae =3,70m.

Musime si ale uvédomit, ze obé sondy se posunou o tuto vzdalenost, jelikoz zrychleni kazdé
z nich je stejné. Za jeden rok se k sobé tudiz sondy priblizi o vzdalenost Al = 2Ae = 7,4 m,
coz je zanedbatelné proti puvodni vzdalenosti € = 3,0 km. Na casovych skalach mensich
nez 1 rok proto pii nasem stupni presnosti (vSechny vstupni hodnoty jsou zadané na dvé
platné dislice) mizeme zcela jisté zanedbat pohyby zptisobené vzajemnou pritazlivosti
sond.

Hint: 'V podilohdch ¢) a d) se vam moznd budou hodit ndsledujici aproximacni vztahy platné pro
lz] < 1

1
(14+2)"~14+nx, neR |z —

Id

Taktéz moznd vyuzijete souctové vztahy pro goniometrické funkce
sin(a £+ ) = sinavcos § £ cos asin f,

cos(a £ ) = cosacos 5 F sin arsin f3.

c) Jaké jsou perioda T (éiselné v hodindch) a ihlova rychlost w obéhu Pytlikovy sondy okolo ¢erné
diry? O jakou hodnotu Aw se tithlova rychlost druhé sondy lisi od Pytlikovy sondy? Uhlové rychlosti
uvadéjte &fselnd v rad - s~1.

Ze tretiho Keplerova zakona muzeme spocitat obéznou periodu Pytlikovy sondy

7’3
T =921 —— =1.0-10*s = 2.8h.
™ &g 0-10*s =238

Uhlova rychlost obéhu Pytlikovy sondy je

2 |GM
w:%: 3 =6,2-10"*rad - s !.

Druha sonda obiha po kruhové draze s polomérem r + ¢, kde ¢ < r. Jeji thlova rychlost

je tudiz
GM [GM —3/2 —3/2
W =w+ Aw = = (1+€> :w(l—i—g) )
(r+e¢)3 r3 r r
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Nyni mizeme pouzit aproximaci (14 z)" ~ 1+ nx platnou pro |z| < 1 (v nasem piipadé
r=¢/ran=—3/2)

, 3 €
WwRWw——w:- —.
2 r

Vidime, ze pro malé /7 je zména thlové rychlosti rovna

3
B =—Sw- S = 4010 rad 57!, 2)
r

d) Brouk Pytlik ve své souradnicové soustavé pozoruje, ze druhé sonda se vici jeho sondé pohybuje.
Najdéte (obecné pomoci ¢,w, t), jak se v ¢ase vyviji polohovy vektor (z(t),y(t)) druhé sondy vuci
Pytlikové sondé v rezimu, kdy plati |[Awt| < 1, kde Aw je rozdil v thlovych rychlostech obou sond.
Béhem aproximaci miZete zanedbat vSechny c¢leny obsahujici eAw, €2, Aw? nebo vy3$i mocniny,
nebot se jedna o zanedbatelné malé veli¢iny.

Pytlikova blizsi sonda se s tithlovou rychlosti w pohybuje po kruznici o poloméru r. Jeji
polohovy vektor (z(t),y(t)) vuci cerné dife se v case vyviji jako

r(t) = (7’ cos(wt),rsin(wt)) :

Druhé sonda se pohybuje po kruznici s polomérem 7 + ¢ s tthlovou rychlosti w’ = w+ Aw.
Polohovy vektor druhé sondy vici ¢erné dite je

7(t) = (r+e)(cos((w + Aw)t), sin((w + Aw)t))
=(r+e¢) ( cos(wt) cos(Awt) — sin(wt) sin(Awt), sin(wt) cos(Awt) + cos(wt) sin(Awt))
~(r+e) ( cos(wt) — sin(wt)Awt, sin(wt) + Cos(wt)Awt) ,

kde jsme pouzili nejprve vztahy pro rozklad goniometrickych funkci

sin(a + ) = sin(a) cos(5) + cos(a) sin(f3) ,

cos(a+ ) = cos(a) cos() — sin(«) sin(f)
a poté aproximace sin(z) &~ = a cos(x) ~ 1 platné pro |z| < 1 (v nasem pripadé z =
Awt < 1). Polohu druhé sondy vuéi Pytlikové sondé spocitame z rozdilu polohovych
vektort

AF=7"—7= (6 cos(wt) — rsin(wt)Awt, € sin(wt) + rcos(wt)Awt) :

Zanedbali jsme cleny obsahujici sou¢in eAw, nebot € i Aw jsou malé. Za Aw dosadime z
rovnice (2)

AVEES (5 cos(wt) + 25 sin(wt)wt, € sin(wt) — 25 cos(wt)wt) : (3)

11/ 14
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Brouk Pytlik sledoval druhou sondu po dobu mnoha obéhii okolo ¢erné diry. Znovu pripominame,
ze Pytlik o ¢erné dife nevi! Vypozoroval, ze druhd sonda se okolo jeho pohybuje po spirdle (kruhovy
pohyb s rostoucim polomérem). Nyni jsme v rezimu

€ 1

- — K,
r wt

kde w je thlova rychlost Pytlikovy sondy okolo ¢erné diry. Ve vsech nasledujicich podilohdch muzete

pouzit tuto aproximaci.

Brouk Pytlik neni zadné fululum a astronomii ma nastudovanou z knih. Proto zvétsovani vzdalenosti
mezi sondami interpretoval jako dusledek rozpinani vesmiru. Vzdalenost mezi sondami muze brouk
Pytlik urcit ze zpozdéni radiové komunikace mezi sondami (ma velice presné hodiny).

e) Jakou Hubbleovu konstantu H' ze svych dat Pytlik spocital? Nejprve odvodte obecny vztah, jak
Pytlikova konstanta H’ zavisi na ¢ase, a poté ji vy¢islete v jednotkdch km - s - Mpc™! v okamziku
po N = 100 obézich cerné diry.

V predchozi poduloze jsme odvodili vztah (3) pro polohovy vektor druhé sondy vuci
Pytlikové sondé. Aproximace ze zadani

€ 1

- —x1

T wt
znamena, ze uz ubeéhlo dostatecné velké mnozstvi obéhti okolo ¢erné diry, aby platilo
wt > 1 (tim paddem muzeme zjednodusit rovnici (3), jak si za chvili ukdzeme). Zaroven
je pocet obéhu stale dostatecné maly, aby platilo i ¢/r < 1/(wt) (kdyby toto nebylo
splnéno, odvozeni rovnice (3) by pozbylo platnosti). Diky aproximaci plati wt > 1, takze
muzeme zjednodusit vztah (3) na

AT & gewt (sin(wt), — cos(wt)) .

Vektor (sin(wt), — cos(wt)) naznacuje pohyb sondy po kruznici, avsak polomér kruznice
(tzn. vzdélenost mezi obéma sondami)

r(t) = 25wt,

s casem roste! To znamena pohyb po spirale. Rust vzdalenosti je linearni s casem, takze
rychlost vzdalovani

3

V= —Ew
2

je konstantni. Hubbletv vztah definuje Hubbleovu konstantu H jako konstantu timérnosti
mezi rychlosti vzdalovani v a vzdalenosti r

v=Hr.
Brouk Pytlik tudiz z pohybu druhé sondy odvodil zavislost Hubbleovy konstanty na case

H'(t) = v SEw _1
r(t)  Sewt t
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V podiloze c) jsme spocitali obéznou periodu Pytlikovy sondy. Sto obéhti nastane za ¢as
t=1,0-10%s. V tu chvili bude mit Pytlikova Hubbleova konstanta hodnotu

3,086 - 10* km
1 Mpc

1 .
H = - =9,90-10""s7 1 =9,90-10""s7*- ( ) =3,05-10% km-s~ - Mpc ™.
Mimochodem, Hubbleova konstanta neprimo imérna ¢asu neni nesmyslna. 7Z Friedmano-
vych rovnic se da odvodit, Zze pro vesmir dominovany hmotou i pro vesmir dominovany
zarenim plati H oc 1/t, kde t je vék vesmiru.

f) Podle ¢eho vseho mohl Pytlik poznat, Ze méfeni interpretuje Spatné? Uvedte alespon jeden zpusob,
kterym by brouk Pytlik mohl vyvratit svou svéraznou interpretaci méreni.

Jelikoz Pytlikova tivaha je naprosto Spatnd, existuje vice experiment nebo pozorovani,
které muzou vyvratit Pytlikovu myslenku, Ze vzdalovani druhé sondy je zpiisobené rozpi-
nanim vesmiru.

Jelikoz rozpinani ¢asoprostoru probihd v celém objemu vesmiru, pti hodnoté Hubbleovy
konstanty H' = 3,05- 10 km-s~'- Mpc ™! by svétlo hvézd mélo takovy Cerveny posuv, Ze
by zadné hvézdy nebyly vidét. Maximum spektra, které se normalné nachézi ve viditelném
svétle nebo blizko, by bylo posunuto daleko do delsich vlnovych délek.

Dalsi z moznych vyvraceni je, ze v soustavé dvou sond se nezachovava moment hybnosti.
Druha sonda obiha okolo Pytlikovy sondy se stale stejnou thlovou rychlosti w, avsak
polomér dréhy roste s ¢asem r(t) = 3ewt/2. Tim padem moment hybnosti roste s ¢asem

9
I(t) oc wr? = Zszw?’tQ.

Rozpinani vesmiru je vsak izotropni, tudiz zachovava moment hybnosti.

Dalsi z moznych vyvraceni je spocitat Hubbletiv cas, neboli odhad véku vesmiru

1 6
ty = —=; = 10-10°s.

To je velice nizka hodnota, kratsi nez broukuv zivot.
K udéleni plného poctu bodi za tuto podulohu staci jen jedno zdivodnéni, které dava

smysl. Muze se jednat i o jiné zduvodnéni, nez tii priklady, které jsme uvedli zde ve
vzorovém reSeni.

Nakonec brouk Pytlik dosel ke stejnym zavérum jako Vy v podotazce f) a uvédomil si, ze zvlastni
pohyb druhé sondy se da vysvétlit jediné tak, ze obé sondy obihaji okolo neviditelného masivniho
télesa.

g) Jakou metodou muze Pytlik zjistit hmotnost ¢erné diry? Brouk Pytlik znd hodnotu gravitacni
konstanty G.

Pozn.: Snazte se jasne vysvetlit, které veliciny brouk Pytlik potrebuje, jestli je dokaze namérit, a jak z
nich spocitd hmotnost cerné diry. Pokud opravovatel bude mit problém vyznat se ve vasich uvahdch,
nemusite dostat plny pocet bodi.
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Uvedeme dvé metody, jak by brouk Pytlik mohl ur¢it hmotnost ¢erné diry. Zaklad obou
dvou tvori treti Kepleruv zakon. Brouk Pytlik muze pozorovat spiralovity obéh sondy s

uhlovou frekvenci
[{GM
W= TR (4)

kde M je hmotnost cerné diry a r je polomér drahy okolo ¢erné diry. Z téchto veli¢in vSak
Pytlik zna jenom gravitacni konstantu GG a thlovou frekvenci w, kterou zméril. Chtél by
spoc¢itat hmotnost M, ale nezna poloosu r.

Poloosu obéhu sondy okolo c¢erné diry muze zjistit metodou paralaxy. V pozemskych
podminkach metoda paralaxy funguje tak, ze zname poloosu obézné drahy Zemé, zmérime
uhlovy pohyb hvézdy po obloze v pribéhu roku, a na zakladé toho spoc¢itame vzdalenost
hvézdy. Brouk Pytlik dokdze s vysokou presnosti zmérit pohyb hvézdy po obloze (bylo
reCeno v zadani), avsak neznd svou velkou poloosu. Tim paddem musi najit néjaké hvézdy,
u nichz zna vzdalenost. Pokud ma stésti a v jeho okoli se nachézi néjaké cefeidy, muze
z méreni jejich periody pulzaci a hvézdné velikosti urcit jejich vzdélenosti. Ze znalosti
vzdalenosti hvézd a jejich paralaktického pohybu spocita svou velkou poloosu 7 a ze
vztahu (4) vyjadii hmotnost ¢erné diry M. Pochopitelné se hodi pouzit data z co nejvice
cefeid, protoze jednotlivé cefeidy se odchyluji od zprimérovaného vztahu perioda pulzaci
vs. prumeérnd absolutni hvézdna velikost.

Dalsi moznosti by bylo peclivé prohlédnout celou hvézdnou oblohu, dokud nenajde misto,
kde je svétlo hvézd zdeformovano ¢ernou dirou. Cernou diru uvidi jako temny kotoucek
na pozadi vzdalenych hvézd a muze zmérit jeho thlovy polomér 6, ktery bude dan jako
funkce zavisla na Schwarzschildové poloméru Rg a na vzdalenosti r

0=20 (Rs, 7”) .
Schwarzschildiv polomér je primo imérny hmotnosti ¢erné diry

2GM

5 .

Rg =

C

Tim padem dostaneme soustavu dvou rovnic se dvéma nezndmymi M a r

0=0(M,r),

GM
w = 5

jejimz vyTesenim zjistime hmotnost ¢erné diry.
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