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Krajské kolo 2021/22, kategorie AB (3. a 4. ro¢nik SS) — FeSeni
A Prehledovy test
(maz. 30 bodii)

Uvodn{ test se fesi online na http://olympiada.astro.cz/korespondencni. Piihlagovaci tdaje
prisly tspésnym feSiteliim skolniho kola e-mailem nebo je dostanete od svého ucitele, ktery je muze
zjistit v sekci pro ucitele na http://olympiada.astro.cz/ucitel. Velmi doporucujeme feseni testu
neodkladat na posledni dny pred uzavérkou. U problémi s feSenim testu oznamenych po 24. 1. 2022
bohuzel nemizeme zarucit jejich véasné vytizeni.

B Vesmirna stanice

(mazx. 20 bodi)

V zavéru filmu Interstellar (2014) se hlavni hrdinové nachézi na vesmirné stanici, ktera zachréanila
lidstvo pred zanikem. Predpokladejme, Ze stanice méa tvar valce o poloméru r» = 100m a délce
[ = 200m. Stanice se nachazi ve volném prostoru, rotuje podél své osy symetrie, a proto obyvatelé
pocituji tihu stejnou jako na Zemi optimalni pro jejich téla.

a) Jakou thlovou rychlosti w se musi stanice otécet, aby jeji obyvatelé pocitovali stejnou tihu jako
na Zemi? Jaka je perioda T' otaceni stanice kolem jeji osy?
Dostredivé zrychleni se musi rovnat tthovému zrychleni na Zemi. Piseme tedy

2

g g w T,
odkud mame
/g
w=4/Z.
r

Ciselné dostavame w = 0,313s 1. Ze vztahu w = 27 /T déle ziskdme vztah pro periodu
otaceni
r
T = 27r\/> .
g

Ve filmu jsme mohli vidét déti hrajici baseball na htisti na stanici. Po odpéleni micek letél stanici a
rozbil stfesni okno domu, ktery byl ptiblizné nad nimi. V nésledujicich ¢astech budeme analyzovat
pohyb hmotného bodu v prostoru stanice a pro jednoduchost zanedbame odpor vzduchu.

Ciselné mame T = 20,1s.

b) Jakou rychlosti musi déti odpalit micek (specifikujte velikost a smér nebo definujte vektor), aby z
pohledu pozorovatele ve stanici obihal tésné nad povrchem stanice po kruhové draze? Jaka je perioda
obéhu micku?

Pohyb micku je vyhodné popisovat vzhledem k inercidlni vztazné soustavé (vzdalenym
hvézdam). Pokud ma micek obihat ve stanici tésné nad povrchem, tak to lze docilit tim,
ze micek bude v klidu vzhledem k inercialni vztazné soustaveé a stanice se bude pod nim
otacet. Micek je tedy nutné odpdlit rychlosti o velikosti obvodové rychlosti presné proti
sméru otdceni stanice (tecné k plasti a kolmo k ose vélce).
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Pro prehlednost si oznac¢me slozku rychlosti tecnou k plasti, kolmou k ose otaceni a proti
obvodové rychlosti jako vy. Dale si ozna¢me slozku mitici kolmo k plasti smérem k ose
stanice jako vg. Velikost obvodové rychlosti 1ze vyjadrit ze vzorce pro dostfedivé zrychleni

g = v’r jako
Uo = /g7 .

Ciselné tedy dostavame v, = 31,3m - s~!. V nasf slozkové konvenci tedy mizeme psét

Uy = Vo ,

UdZO.

V predchozim pripadé doslo k tomu, zZe micek se po odpalu opakované vracel k hraci, ktery ho odpalil.
Kruhova draha vsak neni jedinou, po které se micek vrati k hraci, ktery ho odpalil. Ve skutecnosti
je takovych trajektorii nekone¢né mnoho a prirozenym parametrem, ktery je charakterizuje, je Cas,
za ktery se vrati micek na misto svého odpalu.

c) Jakou rychlosti (specifikujte velikost a smér nebo definujte vektor) musi hra¢ odpalit micek, aby
se k nému vratil za cas t; = % aty = %? Vysledek vyjadrete pomoci r a T

V obou pripadech mizeme odpal rozlozit na nasledujici ¢asti. Nejprve micek zastavime

jako v predchozi ¢asti vaci inercidlni soustavé. Za t; = % aty = % bude hra¢ na pro-

tilehlém misté z pohledu inercidlni soustavy a mic¢ek se musi pohybovat smérem k ose

stanice. Micek tam musi dorazit za cas t; = % nebo ty = %, proto prislusné rychlosti
jsou
Vt,1 = Vg2 = Vo
a
4r
Vq,1 = ? )
4r
Vd2 = 5+ -
3T

d) Jakou rychlosti (specifikujte velikost a smér nebo definujte vektor) musi hra¢ odpélit micek, aby
se k nému vratil za obecny cas t7

Micek si opét pomyslné zastavime vici inercialni soustave a pak ho namirime do bodu, do
kterého se pootoci odpalovac. Odpalovac se pootoci o tthel wt a nachazi se ve vzdéalenosti
d od mista odpalu. Souradnice micku jsou

T =rsinwt,

Yy=7r—"rcoswt.

Dostrediva slozka rychlosti je tedy

Yy r—rcoswt

Vg = — =
47y '
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V pripadé tecné slozky musime zapocitat i zastaveni micku. Dostavame tedy

T rsin wt
Ut:UO—;:UO— .

Po dosazeni za tihlovou a obvodovou rychlost ziskame

vd:r[l—cos( gt)],

t T

vt:w/gr—;nsin@/gt).
r

e) Kosmonaut ve stanici se vydal z jejtho obvodu po zZebiiku k ose stanice zkontrolovat osvétleni.
Jakou préci vykonal, pokud vazi 75 kg?

Pokud zname graf zavislosti sily na poloze, pak prace je plocha pod kfivkou v tomto
grafu. Kosmonaut splhajici po zebfiku ma konstantni tthlovou rychlost a odstrediva sila
je tmeérna jeho vzdalenosti od osy stanice. Z toho vyplyva, ze prace vykonana kosmonau-
tem se vypocte jako obsah pravouhlého trojihelniku, ve kterém jedna odvésna odpovida
poloméru stanice a druha odvésna maximalni sile ptisobici na kosmonauta. Mame tedy

1
= — s
%% 5T
kde my je hmotnost kosmonauta. Po dosazeni vyjde prace 36,8 kJ.

Nyni se zamysleme nad problematikou roztaceni stanice. Pokud stanice obih& pobliz Slunce, tak
muze mit dostatek elektrické energie ze solarnich ¢lankt. S hmotou samotnou vsak musi Settit. Proto
se nabizi pouzit pro pohon iontové motory, které maji vysokou rychlost vytékajiciho paliva. Pred-
poklddejme, ze iontové motory budoucnosti urychluji jednou ionizované atomy xenonu (o relativni
atomové hmotnosti A, = 131) v elektrickém poli o napéti 10kV. Iontovy motor si muzete predsta-
vit jako deskovy kondenzator, kde u kladné elektrody dochazi k ionizaci xenonu, ten je urychlen
k zaporné elektrodé, ktera je vyrobena z tenkych drath, takze ionty mohou proletét za ni a pak
se pohybuji volné. (Ve skutecnosti je nutné odlétajici ionty neutralizovat elektrony, ale procesy vné

kondenzatoru zanedbdme.) Hmotnostni priitok xenonu z motoru je 10mg - s~*.

f) Jaka je rychlost atomu xenonu vylétajicich z iontového motoru?

Rychlost vylétajicich atomt uréime za zakona zachovani energie

1
iﬂArUQ =Ue,

kde prava strana vyjadiuje praci elektrické sily, o je atomova hmotnosti konstanta a A,
je relativni atomova hmotnost xenonu. Rychlost je potom

2Ue
LA

v =

Po dosazeni vyjde v = 121 km - s~ 1.
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g) Jak velka je tahova sila iontového motoru?

Z druhého Newtonova pohybového zakona vyplyva, ze

_Ap  Amw

F_E_ At

= Qu

kde @ je hmotnostni priitok paliva. Po dosazeni vyjde sila F' = 1,21 N.

K roztoceni stanice je pouzito 200 dvojic iontovych motori umisténych na obvodu stanice. Motory
v kazdé dvojici jsou pfitom umistény na protilehlych mistech obvodu stanice a spaliny z nich mifi
tecné k plasti valce, kolmo k ose valce a vzajemné do opacnych smérti. Pro nasledujici vypocet
predpokladejte, ze hmotnost stanice M = 200000t je soustfedéna zejména na plasti stanice, a ze
hmotnost paliva m potiebna pro roztoceni stanice je zanedbatelna vici hmotnosti stanice.

h) Jak dlouho se stanice bude roztacet nez dosdhne rychlosti rotace v prvni ¢asti tohoto prikladu?
Jestlize je vétsina hmoty soustfedéna na plasti stanice, pak muzeme roztaceni stanice

popsat vztahy pro primocary pohyb a nemusime uzivat momentu sily a momentu setr-
vacnosti. Pokud oznac¢ime F' tahovou silu jednoho motoru, pak zrychleni obvodu stanice

je
400K

a=—r-

Dobu roztaceni stanice tak lze tedy vyjadrit jako
. Mo,
400F

Po dosazeni vyjde ¢as t = 1,29 - 10" s, coz odpovida 0,41 roku.

C Kulova vada

(mazx. 10 bodi)

Se jménem Galileo Galilei je neodmyslitelné spjaty vynalez dalekohledu, presnéji jeho vylepSeni. 8.
ledna 2022 tomu bude presné 380 let, kdy tento velikdn kracel po Zemi naposledy, a pti prilezitosti
tohoto vyro¢i budeme studovat tzv. kulovou vadu. Tato vada je pritomna u optickych cocek, a proto
se v principu objevuje i u éockovych dalekohledii. Projevuje se tim, ze ¢ocka m4 vice ohnisek! Vada je
zpusobend tim, ze opticka rozhrani optickych ¢ocek jsou kulové plochy (Casti sféry), coz dava vadé své
jméno. Neomezujeme se na parazidlni aproximact, tj. zajimame se o paprsky jdouci nejenom
v tésném okoli optické osy. Ve skutecnosti se podobna vada objevuje i u jinych optickych rozhrani,
jak se v uloze sami presvédcite.

Budeme se nejprve zabyvat ¢ockami podle obrazku 1: ¢ocka ma dvé hladka opticka rozhrani, prvni z
nich je rovinny disk o poloméru R, druhé je hladka vypukla plocha, ktera nenarusuje spojitou rotacni
symetrii ¢ocky, napriklad cast sféry, paraboloidu, apod. Budeme uvazovat paprsky dopadajici kolmo

IP¥itom tato vada nem4 souvislost se barvou svétla: i pro svétlo jedné vlnové délky bude existovat vice ohnisek.
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Obrazek 1: Schéma lomu svétla na ¢occe s rotacni symetrii: pricny fez.

na rovinné rozhrani a bude nas zajimat, jak se pri prichodu ¢ockou lomi. Diky symetrii ¢ocky se
problém zjednodusuje na popis siteni a lomu paprskl v libovolné roviné, kterd obsahuje celou osu
symetrie. Tato rovina je pricnym fezem ¢ocky a schématicky této roviné odpovida rovina xy v obrazku
1. Vypuklé rozhrani je popsano jistou funkei y(x), jak naznacuje tentyz obrazek.

Definujme optickou osu a ohnisko ¢ocky. Vzdalenost paprsku svétla rovnobézného s osou symetrie
c¢ocky od této osy budeme znacit d. Pokud takovyto paprsek dopadne kolmo na rovinné rozhrani a
nasledné se na druhém optickém rozhrani lomi, protne osu symetrie v jednom bodé. Diky rotac¢ni
symetrii protnou vSechny paprsky rovnobézné s osou symetrie, majici stejnou vzdalenost od této
osy, stejny bod F' na ose symetrie. Pak o ose symetrie miuzeme mluvit jako o optické ose (0.0.) a
o spole¢ném bodu protnuti paprski F' jako o ohnisku. Vzdalenost F' od nejblizstho bodu optického
rozhrani, leziciho na optické ose/ose symetrie, budeme znacit f a budeme o ni mluvit jako o ohniskové
vzdalenosti?

a) Pokud c¢ocku osvitime tak, Ze na celé jeji rovinné rozhrani dopadaji kolmé paprsky, urcete vzdale-
nost f jako funkci d pro obecnd R, n a jeji krajni hodnoty, fuin, fmax, je-li druhym optickym rozhranim
polosféra, s funkei y(x)

y(r) = VR?— a2, z € [0, R].

Zacneme nakreslenim thlu do jiz pripraveného obrazku prilozeného k zadani, viz 2. Z
né¢ho mizeme vycist, ze bude vyhodné pouzit sinovou vétu ve tvaru

R R+ f
sin(3 —a) sin(r —B)

Pripojime-li k tomu Snelliiv zédkon

sin f = nsina,

2Ve skute¢nosti neni tato definice zcela spravna. Bézné se zavadi ohniskova vzdalenost jako vzdalenost F' od hlavni
roviny, coz je koncept, ktery zde pro zjednoduseni zavadét nebudeme.
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i

V OPAVE

Obrazek 2: Schéma lomu svétla na ¢oéce s rotacni symetrii - priény fez (s vyznacenymi thly «, )

muzeme predchozi rovnici prepsat jako

f 1
14+ == .
R cosa— =+ cosﬁ
Déle plati
d
ina=—¢€0,1
sina = 4 0, 1]

a zaroven existuje maximalni hodnota tlohu a,.y, pro kterou je lomeny paprsek tecny ke
kulovému povrchu, tj. 5 = 7/2. Uhel a tedy musime volit z intervalu

1
0 < a<arcsin —.
n

Protoze 3 je z intervalu [0, 7/2], mizeme psét

d? / d?
cos o = _ﬁ cos 3 = 1—n2ﬁ,

coz nas vede k vysledku
1
=R —1].
\/ 14 _ /1 _ &
R? R?

n2

Vykreslenim f jako funkce x = d/R na intervalu [0, 1/n| pro riznd n snadno zjistime, ze
jde o striktné klesajici funkci. Rozeberme si nyni krajni pripady

e pro d/R — 0 dostavame

R

fmax:m-
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e pro d/R — 1/n mame
fmin = R(n - 1) .

vn?—1

Nyni ¢ocku z predchozi ilohy nahradime jinou, ktera bude mit parabolické rozhrani namisto kulového,

popsané funkei
y(x) = VR? — Rz, z € [0, R].

b) Urcete takovy interval hodnot indexu lomu n, aby mohl v ¢occe jesté nastat totdlni odraz. VAs
vysledek by nemél zaviset na parametru R.

Tecna ke grafu funkce y(x) pro x € (0, R) mé smérnici k& danou vztahem
1 R
2V/R?— Rz

Zaroven pokud definujeme v jako tihel, ktery tato tecna svira s osou x, pak plati

k::

k=tgy.

Inverzné muzeme psat

1 R
=arctg | —w—F——=| + 7,
K s ( 2x/R2——Rx>
kde 7 bylo pridano proto, aby v vysel jako kladny tihel. Protoze pti totalnim odrazu plati
f = m/2, mame vztah
a=vy—1/2,

odkud vyplyva
1

/1 1 ’
Zlfxmin/R + 1

kde z i, jsme oznacili limitni hodnotu horizontalni souradnice bodu, kde paprsek opousti
cocku, kdy pro x < x, dojde k totdlnimu odrazu. Ze Snellova zakona lze zaroven pro
totalni odraz zaroven psat

sino =

n _17

/1 1 B
ZI_Imin/}2 + 1

sinf =nsina =

odkud dostavame

Samoziejmé musi platit, ze 0 < z;n < R, z ¢ehoz dostavame podminku
V5
n = 5

Zéaroven je ziejmé, ze pro fyzikdlni hodnoty indexu lomu je podminka x,;, splnéna vzdy.
Aby v ¢occe doslo k totalnimu odrazu, musi tedy hodnota indexu lomu nalezet do intervalu

[v/5/2, 00).
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c) Uvazte, ze ¢ocka ma n z prechozi podulohy. Najdéte fiin a fumax pro tuto c¢ocku.

K uréeni fuax & fmin se budeme snazit pouzit postupt a vysledkii z predchoziho pripadu.
Skutecné, s pouzitim vysledku f.x pro kruznici z predchozi tlohy mtuzeme jednoduse
najit fuax pro parabolu. Staci si jen uvédomit, jak se kruznice a parabola chovaji v okoli
optické osy. Funkce y(z) kruznice v okoli optické osy, tedy pro © = R — €, kde € je malé,

se chova jako
Ykruznice = R? — (R - E) = \/2R€ — e = \/2R6 .

Pro parabolu mizeme provést analogicky vypocet

yparabola:\/RQ_R(R—€>: V2Re — €2 =V Re = \/2R/€,

kde R’ = R/2. To chapeme tak, ze v tésném okoli optické osy mé tato parabola stejny
predpis (tedy ,chova se jako*) kruznice o poloméru R/2. Z toho dostaneme vysledek pro

fmax paraboly

R R
n—1 2n-1)
fmin 1ze najit stejné jako u kruznice, tedy nalezenim tec¢ny ke kiivce, po niz se siti lomeny
paprsek (tj. 8 = m/2). Vzdalenost od mista, kde paprsek vstupuje do rovinného rozhrani
c¢ocky k mistu, kde protina optickou osu muzeme rozdélit dvéma rtznymi zpusoby a tedy
psat

fmax -

R+ frnin = Tmin + y(xmin) thé 5
kde muzeme dosadit

min t‘ —~ 57 9 1 -

Odtud dostavame R

fmin: m

Alternativni odvozeni: Lize najit obecny predpis pro f v zavislosti na x

3 5 1
— _R2 __
f= 2R+x+\/4R R:L'\/l_ _\/1_ - ;

1
T ) i
Y aa=arm n Hra=erm

kde z € [R — ﬁ, R]. Tato funkce m& minimum v Z; a maximum v Ty, pritom

funkcéni hodnoty vyjdou presné tak, jaké jsme nasli predtim jinym zptsobem.

Neni pritom potreba odvozovat funkei f(d), mizete vyhodné vyuzit vysledki tkolu a).

Ndpovéda: K vyteseni ukolu b) vim muze byt uziteéné umét zkonstruovat tecnu ke grafu funkce y(z),
oznacme ji h(x) = kx + ¢q. Pokud je grafem funkce y(z) vySe popsand ¢ast paraboly, bude te¢éna v
bodé x mit smérnici

1 R

2VR?— Rx
Na zavér uvazime homogenni kouli o indexu lomu n a poloméru R, na kterou posvitime svazkem
rovnobéznych paprskl o stejném poloméru R, viz obrazek 3.

k::
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Obrazek 3: Schéma lomu svétla na kouli: priény ez

d) Urcete explicitné f jako funkci ihlu dopadu a, tedy f = f(«).
Ndpovéda: Méli byste odvodit tento vztah

frr=2 !

2 cosa — & sinasin(2a) — L cos(2a)y/1 — L sin @ ’

nebo takovy, ktery je na néj jednoduchymi manipulacemi upravitelny.

Na obr. 4 je provedeny geometricky rozbor tlohy. Nejdrive piSeme sinovou vétu

f+R R

sin(m —a)  sin[2(a — B)]

Dalsimi apravami dostavame

sin v
TR b — )
_n sin o
2sin(a — f) cos(a — [3)
R sin o
"~ 2 [sinacos 8 — cos asin B][cos avcos 3 + sin avsin J]
R sin o
T2

sin o cos o cos? B + sin? acsin B cos 3 — cos? asin B cos B — sinawcos asin? B
Pouzitim cos? a = 1 — sin? a dostavame

f—i—R—E sin «v

2 sin acos a cos? B + 2sin? acsin B cos f — sin B cos B — sinacos asin? 3

coz lze dale zjednodusit tim, ze se zbavime sinu v citateli

R 1
f+R:7 . . 1 9 0
2 cosacos? 3+ 2sin asin Fcos 3 — - cos f — cosasin® 3
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kde jsme vyuzili Snellova zakona lomu

sina
sinff "
Tim jsme se zbavili problému pro o = 0, kdybychom dostali ,0/0%. Dalsi tpravy jsou
nasledujici
frRr=2 !
2 cosa (1 — n%sirﬁoz) + 2sin* acos 8 — £ cos f — cos a5 sin® «
R 1
T 2cosa— 2 cosasin® a + 2 sin® avcos f — + cos 3
R 1
T2

Y
cosav — 1 /1 — Lsin?a — & sinacosa + 2sin?ay/1 — 2 sin?
n n n n n
coz vede ke koneénému vysledku
R 1
2 cosa — L sinasin(2a) — L cos(2a)y/1 — 2 sin® a
n n n

e) Urcete minimalni f,;, a maximalni f,,.x hodnotu obrazové ohniskové vzdélenosti.

f+R=

Zajimaji nas amin = 0 & uax = m/2. Pro prvni piipad dostavdame

R 1 R n

f(o‘zo)+R:§1—%_5n—1'

Vysledek mtizeme konfrontovat s dobte dohledatenym vztahem pro ohniskovou vzdalenost
tlusté cocky v paraxialni aproximaci:

TLRlRQ
(n — 1)[(71 — 1)d + TL(RQ — Rl)} ’

kde je vSak pouzita jind definice ohniskové vzdalenosti, kdy f znaci vzdélenost ohniskové
roviny od hlavni roviny, pak R; a Rs jsou poloméry kulovych rozhranich, d je vzdalenost
tlusté cocky. Dle konvence, za které byl tento vysledek odvozen (napriklad viz. studijni
text FO: http://fyzikalniolympiada.cz/texty/cocky.pdf), plati Ry = —Ry = R >
0, d = 2R, navic plat{ f = f+ R, coz dosazenim do predchoziho vztahu d4 stejny vysledek,
jaky jsme obdrzeli my.

f=

Pro druhy extrém opét pouze dosadime do vysledku odvozeného v predeselém bodé tlohy
R n?

221’

Vysledek opét mizeme zkontrolovat nezavisle. Podle obr. 5 dostavame pravouhly troju-
helnik, pro ktery plati:

fla=n/2)+ R =

R R B

Sin(Qﬁmax) B 2sin 5max COS Bmax B

fla=7/2)4+ R =

S R=v

n R n?
2

1- 4 n?2—1
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Obrazek 4: Schématicky nacrtek lomu svétla kouli - rozbor

|||||

Obrazek 5: Schématicky nacrtek lomu svétla kouli - rozbor: dhel oo = 7/2

D Prakticka uloha

(maz. 30 bodi)

Cast 1 — Mezni hvézdna velikost

Pouzijte alespon dvé rtzné metody k urceni mezni hvézdné velikosti v zenitu pro vami zvolené
pozorovaci stanovisté. Ve vasem feseni dukladné zdokumentujte misto a ¢as pozorovani, fazi Mésice
a detaily vasi metodologie. Porovnejte vase vysledky pro rizné metody. Pred kazdym pozorovanim
se nezapomente dukladné adaptovat na tmu!

Cast 2 — Exoplanety u pulsaru

Zavod o detekci prvni planety mimo Slune¢ni soustavu (tedy exoplanety), ktery vrcholil v obdobi
priblizné ptred 30 lety, mél necekané vitéze: radioastronomy Aleksandra Wolszczana a Dale Fraila,
jenz 9. ledna 1992 oznamili svétu objev dvou planet obihajicich pulsar PSR B1257412. V této tloze
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se zkusite vzit do jejich role a na zakladé dat z pozorovani zmén periody prichozich pulsi na case
usoudite nejen na pritomnost exoplanet, ale vypocitate rovnéz nékteré jejich parametry.

Za timto ucelem vyuzijete vhodny software urceny k prokladani souc¢tu harmonickych funkei (sinu-
sovek) ¢asovymi fady s nepravidelnym vzorkovanim. Konecnou volbu nechdvame na vasem uvézeni,
doporucujeme nicméné nasledujici moznosti.

e Period04: vyuziva metodu diskrétni Fourierovy transformace a postupné odecitani frekvenci.
Dostupny na http://www.period04.net/.

e SparSpec: vyuziva metodu tidkych reprezentaci k predpovézeni frekvenci obsazenych v casové
fadé. Dostupny na http://userpages.irap.omp.eu/~hcarfantan/SparSpecl.4/SparSpec_
html.html.

e Algoritmy zaloZené na metodé minimalizace fazové disperze (angl. Phase Dispersion Minimi-
zation — PDM). Dostupné ve formé skripti pro Python z rtznych zdroji na internetu.

V tabulce 1 najdete data z méfeni zmén periody pulsii prichazejicich od PSR B1257+12 na case. Od-
povidajici datovy soubor si mizete rovnéz stahnout z adresy http://olympiada.astro.cz/zadani/
PSRB1257+12.dat. Tato data byla opravena o roc¢ni variaci vzajemné radialni rychlosti pozorovatele
vudi systému, ktera je zptisobena obéhem Zemé kolem Slunce. V nasledujicich tikolech budeme pred-
pokladat, Ze pozorované zmény periody pulsii jsou zptsobeny pritomnosti dvou exoplanet obihajicich
kolem tohoto pulsaru po kruhovych drahach.

a) S pomoci vami zvoleného programu analyzujte ptiloZzenou datovou fadu a urcete hodnoty vy-
znamnych frekvenci, které se v sérii vyskytuji. Vasi volbu a kritérium pro posouzeni vyznamnosti
diskutujte. Vykreslete zavislost namérenych dat na case. Déale vytvorte model zmén periody v case
jako soucet rady sinusovek s vami urc¢enymi frekvencemi. Tento model prekreslete pres skutecna
méreni a diskutujte kvalitu fitu.

Ve vzorovém budeme detailné diskutovat pouze analyzu za pomoci programu SparSpec,
pro ilustraci ovsem uvedeme i vysledky ziskané za pomoci Period0O4. Prti nastaveni vstup-
nich parametri SparSpec zvolime fy.x = 50 (pobliz nejvyssi vzorkovaci frekvence) a
rovnéz ponechdme automatickou hodnotu A/Ap.x = 0,1. PouzZijeme mirné vyssi hod-
notu P = 5000 poctu diskretizovanych frekvenci pro zlepseni presnosti vypoctu. Koneéné
nastavime parametr threshold ofezu amplitud na hodnotu 5 - 10~%, abychom analyzu
zbytecné neznecistovali sinusovkami s malymi amplitudami. Vysledek vidime na obr. 6.

b) Urcete stfedni hodnotu P periody piichozich pulsii.

Hodnotu vertikdlniho posunu casové rady odecteme z vystupu programu (soubor * . spec)
jako amplitudu sinusovky s nekonec¢nou periodou, dostavame 1,935 ns. Pricteme-li k této
hodnoté posun Py, vychdzi pak P = 6218531,935ns. (Za pomoci Period04 bychom
ziskali 6218 531,933 ns.)

c) Urcete prvni dvé dominantni frekvence fi, fo prispivajici do fitu. Urcete odpovidajici obézné
periody 17, Ty exoplanet obthajicich pulsar (ve dnech).
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Obrazek 6: Zavislost namétenych dat zmén periody pulstt PSR B1257+12 na epose s prolozenym
fitem z analyzy programem SparSpec.

Frekvence odec¢teme ze souboru *.spec. Kromé vyse zminéné amplitudy s nekonecnou
periodou zde nad vySe zvolenym ofezem dostdvame amplitudu A; = 9,66 - 1073 ns na
frekvenci f; = 5,50yr~! a amplitudu A, = 7,19 - 1073 ns na frekvenci f, = 3,69 yr—'.
Nazorné muzeme tyto vysledky zobrazit vykreslenim fourierovského obrazu v programu
SparSpec (viz obr. 7). Dostavame odpovidajici obézné periody T3 = 1/f; = 66,4d a
T, =1/f, =98,9d.

Pomoci programu Period04 bychom ziskali amplitudu A; = 9,22 - 1072 ns na frekvenci
f1 =548 yr~! a amplitudu A, = 6,92 - 103 ns na frekvenci f, = 3,72 yr~!. Odpovidajici
periody by potom byly T} = 66,7d a T, = 98,2d.

d) Urcete rovnéz amplitudy APy, AP, zmén periody pulsi odpovidajici kazdé z exoplanet.

7 feSeni predchoziho tkolu plynou hodnoty AP, = A; = 9,66-10 3 ns a AP, = Ay = 7,19-
1073 ns ziskané programem SparSpec a rovnéz odpovidajici hodnoty ziskané programem
Period04.

Odhadovana hmotnost pulsaru PSR B1257+12 ¢ini M, = 1,4M,.

e) Pro obé exoplanety vypoctéte polomeér a, jejich obéznych drédh kolem pulsaru v astronomickych
jednotkach.

Z 3. Keplerova zdkona ve tvaru (za predpokladu M, < M,)

GM*zﬁ

A2 2
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Obrazek 7: Fourierovsky obraz signdlu po zpracovani programem SparSpec se zobrazenymi pred-
povezenymi dominantnimi frekvencemi.

muzeme pro kazdou exoplanetu vyjadrit

(GM*T2>§
ap =(———] .

472

Ciselné dostaneme pro vystup z programu SparSpec hodnoty 0,36au a 0,47au. Pro
Period04 bychom v ramci zaokrouhleni dostali stejné hodnoty.

f) Pro kazdou z exoplanet rovnéz vypoctéte jeji hmotnostni parametr M, sini, kde M, je hmotnost
exoplanety a ¢ je tihel sevieny mezi normalou k roviné jeji obézné drahy a smérem k pozorovateli.
Vysledné hodnoty uvedte v jednotkadch hmotnosti Zemé M.

Oznacme P, skutecnou (,intrinsic“) periodu pulst, tedy periodu, kterou bychom namé-
rili ve vztazné soustavé spojené s pulsarem. Rovnéz zavedme oznaceni vy (pro k = 1,2)
orbitalni rychlosti pulsaru v binarnim systému s kazdou z exoplanet a vy pro rychlost vzda-
lovani hmotného stredu systému od Slunce. Potom mutzeme psat Dopplerovské vztahy

P - Pint o @
Pint c 7
AP/g—f—P—Pmt U0+UkSiHik
-Pint c '
odkud mame
Vg, SIN 2, vpsini, P
APk - int — 0
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Predpokladdame-li v souladu s ocekavanim, ze vy, v, < ¢, muzeme tedy priblizné psat

Vi sin ’Lk—

)

c

a tedy
APy

v Sini, & ——c.
P

Pro kazdou z exoplanet piSeme vztahy

Mpap - M*a* )
_ 2ma. 2map M,
T TM,

a rovnéz 3. Kepleruv zédkon ve tvaru (za predpokladu M, < M,)

GM, a

3
S

A2 2"

Dosazenim za, Qp dostaneme

TM,?)% o <TM3)§AP
vsSint =

Mpsini = (27TG 27 ?C

Ciselné pak dostavame hodnoty parametru M, sini pro obé exoplanety jako 3,7Mg a
3,1Mg za pouziti hodnot z programu SparSpec. Pokud bychom vzali hodnoty ziskané
pomoci Period04, dostali bychom hmotnostni parametry 3,5Mg a 3,0Mg, které jsou o
néco blize vysledkiim analyzy Wolszczana a Fraila.

V tloze f) nezapomente diskutovat mozny vliv radidlniho pohybu hmotného stfedu exoplanetarniho
systému vzhledem k Zemi.
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Tabulka 1: Data z porozovani pulsaru PSR B1257+12 — epocha méfeni v rocich a rozdil namérené periody
pulst v nanosekundach od hodnoty Py = 6218530 ns.

Epocha P;SPO Epocha P;SPO Epocha P;spo

1990.54 1.92427 | 1991.30 1.93559 | 1991.41 1.93133
1990.55 1.92182 | 1991.30 1.93404 | 1991.56 1.94910
1990.58 1.92112 | 1991.31 1.93629 | 1991.60 1.93909
1990.60 1.92843 | 1991.31 1.93599 | 1991.66 1.92247
1990.64 1.93399 | 1991.35 1.94480 | 1991.68 1.92563
1990.71 1.92823 | 1991.37 1.94270 | 1991.69 1.92708
1990.79 1.93999 | 1991.38 1.94029 | 1991.70 1.93038
1990.85 1.93444 | 1991.38 1.94089 | 1991.71 1.93479
1990.89 1.91832 | 1991.38 1.94164 | 1991.73 1.93884
1990.92 1.91852 | 1991.38 1.94204 | 1991.77 1.93939
1990.96 1.93173 | 1991.39 1.93634 | 1991.81 1.93419
1990.98 1.94104 | 1991.39 1.93789 | 1991.83 1.93243
1991.21 1.93994 | 1991.39 1.93939 | 1991.85 1.93639
1991.22 1.93954 | 1991.40 1.93444
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