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Teoreticka cast
Kratké ulohy

A  Zemé z dalky

(maz. 10 bod)

V jaké nejvétsi thlové vzdéalenosti v od hvézdy s hvézdnou velikosti m = 4,0 mag bychom mohli
pozorovat planetu, na kterou dopada stejné mnozstvi zareni jako na Zemi?

7 POgSOHOVY rovnice plyne
—me = —25log —
m © ) g K 9

kde @ je zarivy tok, ktery k nam od hvézdy prichazi, mg je pozorovana hvézdna velikost
Slunce a K, je solarni konstanta. Dale muzeme psat

B L
 A4rd?’

kde L je zarivy vykon hvézdy a d je jeji vzdalenost od nas. Maji-li na planeté panovat
podobné klimatické podminky jako na Zemi, musi od hvézdy prijimat podobny zarivy
tok jako Zemé. Oznacime-li r vzdalenost planety od hvézdy, musi platit

L= 47T7°2K® y

a tedy ,
@ = K@O( 5

kde a = r/d jsme oznadili thel, pod kterym vidime polomér obézné drahy planety. Po
dosazeni zpét do Pogsonovy rovnice tedy mame

m —meg = —5loga,
neboli -
a=10""735".

Ciselné o = 0,15".

B Cerné zareni

(maz. 10 bodi)

Urcete vinovou délku A, maxima Hawkingova zareni v nasobcich Schwarzschildova poloméru Rs.
Teplotu Hawkingova zafeni spocitame jako Ty = he®/(8tGMkg), kde M je hmotnost ¢erné diry.
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Schwarzschilduv polomér spocteme jako

2GM

c2

Ry =

Z Wienova posunovaciho zakona piseme

b 8mGMkgb  4mkgb
)\max = A = = R
Tx he3 he

S .

Koeficient stojici pred Schwarzschildovym polomérem muizeme vy¢islit za pouziti hodnoty
b=29-10"%m - K, dostaneme
Amax ~ 16Rg .

Alternativné si muzZeme vzpomenout, Ze z Planckovy krivky lze odvodit

B 2mhe
N ZL’kB ’

b

kde x lze vyjadrit pomoci hodnoty Lambertovy W -funkce. Numericky mdme x = 4,965 . . .,
takze

AI‘Ila)( 8 2
= _15902....
X

Rg

C Vybuch sopky

(maz. 10 bodi)

Dne 15. ledna 2022 explodovala podmorskéa sopka Hunga Tonga—Hunga Ha’apai v jiznim Pacifiku.
Dusledky této erupce se projevily i na méfeni atmosférického tlaku na stanici CHMU v Praze-Libusi,
kde byla prvni tlakova vlna registrovana tyz den v 19:29. Druhé tlakova vlna prisla z opac¢ného sméru
presné o 6 hodin pozdéji, tedy nasledujici den v 01:29 rano. Predpokladejte, Ze se vlna siti rychlosti

zvuku ¢g = 343m - s~ 1.

a) Vypoctéte vzdalenost d sopky Hunga Tonga—Hunga Ha’apai od Prahy.
Rozdil vzdalenosti, které dvé prichozi viny urazily, ¢ini (og — d) — d = 0g — 2d, kde og

jsme oznacili obvod Zemé. Oznacime-li At = 6h rozdil prichozich ¢asti, mame tedy

1
d= 5(0@ — ¢sAt) =16330km.

Déale predpokladejme, ze se podarilo urcit azimut A = 33,8° sméru, odkud pfisla prvni razova
vlna (méfeno od severu). Geografické souradnice stanice Praha-Libu$ jsou ¢p = 50,0077° N a \p =
14,4467° E.

b) Uréete geografické souradnice (¢s, As) sopky.
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7 kosinové véty pro sféricky trojuhelnik Praha — sopka — severni pél dostavame

d d
sin ¢ = sin ¢p cos — 4+ cos ¢p sin — cos A |

R R
¢iselné tedy ¢s = —20,3°. Ze sinové véty potom mame
O — Ap) = s
sin(\g — = ——5sind4,
’ i COS ¢

odkud spocéteme Ay = 175,4°.

D Eternal sunset

(maz. 10 bodi)

Vypoctéte, jak by se musela zménit excentricita drahy Zemé (pii zachovani hodnoty velké poloosy a
periody rotace), aby se Slunce v né&jaky okamzik zacalo pohybovat na obloze od zapadu na vychod.
Uvazujte, zZe soucasna drdha Zemé je presné kruhova. Urcete rovnéz velikost r, privodice v perihelu
nové drahy v nasobcich poloméru Slunce.

Ndpovéda: vyslednou excentricitu e napiste ve tvaru e = 1 — 7, kde mutzete ocekavat n < 1.
Ozna¢me w(r) okamzitou ihlovou rychlost privodice v zavislosti na okamzité vzdélenosti
r od centralniho télesa. Ze zdkona zachovani momentu hybnosti (neboli 2. Keplerova

zékona) piSeme
w(r)r? = konst.

Abychom urcili konstantu na pravé strané predchozi rovnice, uvazme napriklad prichod
periapsidou. Zde méme r, = a(l —e) a

2 1 2 1 GM1+e
‘”p’”p—”pﬁGM(rp‘a)MGM[aa_e)—a] et

Dostavame tedy

GM 1
w(r)r? = a(l — en/— te_ \VGMa(l —e?).
a 1—e
Vzdalenost r od centralniho télesa se méni v intervalu
a(l—e)<r<a(l+e),

takze okamzitd thlova rychlost privodice se méni v intervalu

|:1—6]2 e {1+6F
wo|l——| w<w<wy|————=| ,
L1 +e)? L1 —e)?
kde jsme oznacili
GM
Wy = 3
a
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uhlovou rychlost pohybu po kruhové draze s polomérem a. Podminky ze zadani budou
splnény, bude-li platit, ze maximalni thlova rychlost pruvodice vyrovna thlovou rychlost
wq rotace Zemé. Dosadime-li zaroven e = 1 — 1, mame tedy podminku

5 -
Wo 3 = W4,
U

neboli (oznacme r = (wp/wq)?)
n’ =2x —nr ~ 2r,

kde jsme si uvedomili, ze z,n < 1, takze nr mtuzeme vzhledem k z zanedbat. Konecné

tedy mame
1 1/ Wp % 1 Td %
~1—(2r)3=1-23— :1—23<> ,
¢ (:B) <Wd> TO

kde Ty/Ty = 1/365. Ciselné tedy e = 0,975. Pro velikost priivodi¢e v perihelu pak dosta-
neme 7, = a(l —e) = 5,3R;.
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Dlouhé ulohy

E Lagrangeuv bod L2

(maz. 20 bodi)

V této tloze se budeme zabyvat pohybem druzice o hmotnosti p v okoli Lagrangeova bodu L2
soustavy dvou téles o hmotnostech M a m. Pro jednoduchost budeme uvazovat hierarchii hmotnosti
M > m > p. Zavedeme-li parametr A = m /M, muzeme tedy predpokladat A < 1.

a) Napiste thlovou frekvenci w obéhu téles M a m kolem hmotného stfedu systému, pokud je déli
konstantni vzdalenost a. Vysledek vyjadrete pomoci G, M, a a parametru \.

7 tretiho Keplerova zakona piSeme

L \/G’(M+m) ¢GM(1+A)

a3 a3

b) Urcete vzdédlenosti R, resp. r télesa M, resp. m od hmotného stfedu. Vysledky vyjadrete pomoci
aa A\

Z podminek MR = mr a r+ R = a plyne

R m A

= a = a
M+m 14+ X7
M1
(S VAT IR

Lagrangeovy body definujeme jako mista, kde se v neinercialni vztazné soustavé korotujici se systé-
mem teéles m a M vyrovna celkova gravitacni sila plisobici na testovaci télisko p s odstredivou silou.
Lagrangetiv bod L2 se nachézi na spojnici téles M a m za méné hmotnym télesem m. Oznac¢me vzda-
lenost bodu L2 od télesa m jako d a zavedme parametr 6 = d/a. Pro M > m mizeme predpokladat,
ze d < a.

c) Vyjadrete odstfedivé zrychleni a, 12 pusobici na testovaci télisko umisténé v L2 pomoci G, M, a,
A a d. Zanedbejte Cleny, kde mezi sebou nasobime malé veli¢iny.

Méme

G(M +m)

GM(1+ X 1 GM
ao,L2:W2(d+T‘)=T(d+T): (L+X)

O )=

(1+6(1+N).

a? a?

Clen s 6\ miizeme zanedbat, dostavame tedy

GM

a?

(1+4).

Qo 12 ~
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d) Vyjadrete celkové gravitacni zrychleni aq 1,2 pusobici na testovaci télisko 1 umisténé v L2 pomoci G,
M, a, A a 0. Ke zjednoduseni piispévki od tézsiho z téles pouzijte binomickou aproximaci (1+x)P ~
1+ pz, kterd plati pro z < 1.

Dostavame
GM Gm B GM

. GM ) _GM GM X
d+a)?  d? a?

(1+8)72+ TNy (1-20)+

Qg12 = (

e) Pouzijte vyrovnani celkové gravitacni a odstredivé sily pusobici na statické testovaci télisko p

umisténé v L2 k vyjadeni parametrii § jako funkce \: ukazte, ze plati 6 = (\/3)'/3.
Dostavame oM oM oM
S48 = (1 -20)+ =5
a tedy

W=

- ()

f) Vypoctéte hodnotu parametru d pro binarni systémy Slunce-Zemé a Zemé-Mésic.
Pro systém Slunce-Zemé dostavame hodnotu 0,01, pro soustavu Zemé-Meésic mame 0,16.

g) Pro oba tyto bindrni systémy urcete rovnéz hodnotu vzdalenosti d bodu L2 od méné hmotného
télesa.

Vynasobenim hodnot ¢ odpovidajicimi hodnotami a dostaneme 1,50-10%km a 61 600 km.

h) Porovnejte ihlové velikosti oy a oy Zemé a Mésice tak, jak by je vidél pozorovatel z bodu L2
systému Zemé-Meésic.

Pro thlovy primér Mésice dostavame ayy = 3,2°, zatimco thlovy primér Zemé by ¢inil
ayz = 1,6°. Zemé by se tedy z okoli bodu L2 jevila priblizné dvakrat mensi nez Mésic, pri
pohledu primo z bodu L2 ovsem bude vzdy zakryta.

Pokud bychom testovaci télisko z bodu L2 trochu vychylili, zjistili bychom, Ze ve sméru spojnice M
a m by mélo tendenci se od L2 vzdalovat a naopak v obou kolmych smérech by mélo tendenci se do
L2 vratit. Analyzu trajektorii kolem bodu L2 dale komplikuje fakt, ze na pohybujici se téleso v nei-
nercialni vztazné soustaveé ptisobi Coriolisova sila. Vhodnou volbou pocatec¢nich podminek lze ziskat
orbity, které zlstavaji v blizkosti L2: pro malé vychylky maji tyto trajektorie tvar trojrozmérnych
Lissajousovych obrazcii, pro vétsi vychylky bychom dostali naptiklad tzv. halo orbitu, po které se
pohybuje i neddvno vypustény dalekohled JWST.

Ve zbytku tlohy se budeme zabyvat zjednodusenou situaci, kdy testovaci télisko vychylime z bodu L2
kolmo na rovinu obéhu téles M a m o malou vzdélenost h < d < a: v takovém pripadé je Coriolisova
sila vzdy rovnd nule. Zavedeme-li parametr x = h/d, mizeme tedy predpokladat y < 1.

i) Urcete celkové zrychleni ay, které na takto vychylené testovaci télisko ptisobi ve sméru kolmém
na obéznou rovinu téles M a m. Za pouziti podminky y < 1 napiste vysledek v pfiblizném tvaru
—§2%h, kde konstantu {2 vyjadiete jako ndsobek w.
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Odstrediva sila ptsobi vzdy kolmo na rotacni osu, ve sméru kolmém na obéznou rovinu
tedy bude pusobit pouze gravitacni sila. Dostavame

w - GM b Gm b
T d a2+ PR (@2 4 h2)3
B GMo GMMN6—2
- _az[(l +0)2 + 52X2]3/2X o a?(1+ X2)3/2X
GMo 3GMo

_aQ[(l +6)2 + 52X2]3/2X o a?(1+ X2>3/2X’

kde v poslednim kroku jsme dosadili za A z podminky vyrovnani sil v bodé L2. Ponechdme-
li pouze vedouci prispévek v d a y, dostaneme priblizné

GM§ _3GM5 __AGM

h=—2h,

ap ~ —

X
a? a? a’

kde 2 = 2w.

Uvazujme nyni druzici, ktera se nachézi v klidu v bodé L2 soustavy Zemé-Meésic.

j) Vypoctéte minimalni hodnotu V' rychlosti, kterou musime druzici udélit ve sméru kolmém na rovinu
obézné drahy Mésice kolem Zemé, aby mohla alespon nékdy komunikovat s jakymkoliv mistem na
povrchu Zemeé.

Pokud by druzice ziistala v bodé L2, nemiize primo komunikovat s zadnym mistem na
Zemi, nebot z predchozich vysledk plyne, ze Zemé se pri pohledu z bodu L2 vzdy nachézi
v zakrytu za Meésicem. Z vysledktl predchozi ¢asti plyne, ze udélime-li druzici rychlost
kolmo na rovinu obézné drahy Mésice, zacne vykonavat harmonicky pohyb s rovnovaznou
polohou v bodé L2. Abychom splnili podminku ze zadani, musi byt amplituda A tohoto
pohybu alespon takova, aby z bodu obratu byla vidét jedna celd polokoule. Musi tedy
platit

A o Ry

d+a a

Y

a tedy
A=Ry(1+0) < d,

kde Ryr jsme oznacili polomér Mésice a také jsme si vsimli, ze vychylka bude vzdy o hodné
mensi nez d (takze lze pouzit priblizeni x < 1). Pro amplitudu rychlosti harmonického
pohybu zaroven plati V' = 2A. Druzici tedy musime udélit rychlost

V =2wRy(1+6)=11m-s ',
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F Breakthrough starshot
(maz. 20 bodi)

V této tloze prozkoumame moznosti mezihvézdného cestovani pomoci laserového pohonu. Konkrétné
budeme uvazovat velmi vykonny monochromaticky laser o celkovém vykonu P = 100 GW a vlnové
délce A\g = 650nm umistény na obézné draze Zemé. Cely vykon tohto laseru poté nasmérujeme
do velmi lehké (klidovd hmotnost m = 10g) dokonale odrazivé plachty, kterou se takto pokusime
urychlit na nezanedbatelny zlomek rychlosti svétla.

a) Urcete celkovy pocet fotont vy, které dopadaji na plachtu za jednotku ¢asu, je-li plachta v klidu
vzhledem ke zdroji laserového zareni.

Dostéavame

b) Jak se tento vysledek zméni, pokud se plachta pohybuje rychlosti v smérem od zdroje? Odpovi-
dajici pocet fotonl za jednotku casu oznacte jako v.

(1 1) =)

c) Pro v < ¢ vypoctete zménu hybnosti plachty za jednotku ¢asu (neboli silu F', kterd na ni ptisobi)
pomoci P, ¢ a v.

Dostaneme

Ve vztazné soustaveé plachty maji dopadajici fotony kvili Dopplerovu jevu hybnost

h v
—(1--=).
)\0< C)

Opétovnym pouzitim Dopplerova vztahu ziskdme hybnost odrazenych fotoni v soustave

zdroje jako
h v\ 2 h v
———(1l=-=) ~r=——(1-2-]).
)\0( C) /\0( C)

Kazdy jeden foton tedy zméni pti odrazu svoji hybnost v soutavé zdroje o —2(h/Ag)(1 —
v/c), v disledku ¢ehoz zméni plachta svoji hybnost o +2(h/\g)(1 — v/c). Poséitame-li
prispévky od jednotlivych fotont, dostaneme silu

2
Fzzyh(l_v>:2P< _v) %2P<l_zv>,
Ao c c c c c

d) Za pouziti vaseho nerelativistickeho vysledku pro silu urcete ¢as ¢(V'), ktery by trvalo urychlit
plachtu na konec¢nou rychlost V' = 0,1¢. Vysledek vyjadrete v sekundach.

Sila zavisi na rychlosti (a tedy na hybnosti), tudiz musime zavislost ¢asu na rychlosti
pocitat jako plochu pod linedrni funkei ~ 1 + 2(v/c). Dostédvame

2y
HV) = Z‘;C<1+6) — 4955.
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Ve zbytku ulohy budeme pocitat relativisticky. Budeme rovnéz rozliSovat mezi ¢asem namérenym
v soustavé spojené se zdrojem laserového zafeni a casem, ktery by naméril pozorovatel spojeny s
plachtou (vlastni ¢as). Bude vyhodné zavést kinematické parametry plachty

v 1

“= e’ B:c’ Pyzﬁ’

kde p jsme oznacili (relativistickou) hybnost plachty. Jelikoz p = muv~y, dostavame vztah o = 3. Pro
relativictickou energii plachty pak mame vztah

E = /p?c® + m2ct = mc*V1 + a? = mc?y.

Zavedeme rovnéz kinematicky parametr fotoni 6 = h/(mc)y).

Uvazujte srazku jediného fotonu o vinové délce )y s plachtou o rychlosti v a klidové hmotnosti m
ve vztazné soustaveé zdroje. Plachta se pohybuje smérem od zdroje fotont. Po sréazce se foton bude
pohybovat smérem zpét ke zdroji a bude mit vlnovou délku A, zatimco plachta se bude pohybovat
s novou rychlosti v'.

e) Napiste zakon zachovani relativistické hybnosti a energie systému pied a po srdzce ve vztazné
soustavé zdroje fotonii. Hybnosti a energie plachty a fotoni pred a po srazce vyjadrete pomoci
odpovidajicich parametru «, 0 a o/, ¢'.

Pro zakon zachovani hybnosti dostavame
a+d=a —§,
kde jsme vsechny ¢leny vydélili faktorem mec, pro energii pak

Vita2+d=vV1+a?+d,

kde jsme vSechny ¢leny vydélili faktorem mc?.

f) Vyjadrete o/ — a jako funkci av a §. Koneény vysledek zjednoduste za predpokladu, ze hybnosti
jednotlivych fotonu jsou vzdy velmi malé ve srovnani s hybnosti plachty (tedy § < «). Ukazte, Ze

vychazi
5 V1+a?
Vita?+a

Sec¢tenim predchozich dvou rovnic dostavame
a+VIta?+20=a +V1+aZ,

naopak jejich odec¢tenim dostaneme
a—V1i+a?2+20 = —V1+a2.

Vynéasobime-li tyto dvé rovnice mezi sebou, mame

200" + (a—V1+a?)d+ (a+V1+a?)d =0,

o —a=2
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odkud Ize vyjadrit ¢’ jako funkci v a §. Ze zakona zachovani hybnosti tedy konené mame

VIitaZ+s
VitaZ+a+20

o —a=04+08 =20

Konecneé, za pouziti § < a dostavame

, V1+a?
o —a 20— .
V1ita?+a

g) Vyjadrete zménu parametru « plachty za jednotku ¢asu, ktery méfime v soustavé laseru (aneb
silu f ve vztazné soustaveé zdroje normovanou faktorem mc). Uvedte rovnéz pribliznou zavislost f(«)
pro a > 1 (ultrarelativisticky rezim).

Za jednotku casu v soustavé zdroje dopada na plachtu pohybujici se rychlosti v pocet

fotonu
(1- ) P 1v1l+a?—a
v=1uy(l—p)= - .
0 mc2d 1+ a2
Dostavame tedy
2P V14 a2 —-a 2P 1 a1 P,

a fr— pr— ~
fla) mce2V/1+a2+a  mc®1+ 202+ 2av1 + o2 2mc?

«

h) Zopakujte vypocet z predchozi podilohy pro pripad, ze cas méfime v soustavé spojené s plachtou.
Vyslednou silu oznaéte jako ¢(«).

Casové intervaly v soustavé spojené s plachtou jsou dané prenasobenim ¢asovych intervali
v soustave zdroje faktorem 1/ = 1/v/1+ o?. Mame tedy

bo) = VITafla) = oo PO gt T

~ 8]
mc? 1+ 2a2 + 2av/1 + a2 2mc?

Predpokladejme, ze chceme plachtu urychlit na ultrarelativistickou kone¢nou rychlost V' = 0,999c.
i) Vypoctéte odpovidajici hodnotu parametru a(V).

Mame
B(V) 0,999

S impve VI-0999

a(V) =223> 1.

j) Urcete Casy t, resp. T potiebné pro urychleni plachty na tuto rychlost z pohledu klidové soustavy
zdroje fotonti, resp. klidové soustavy plachty. Vysledky vyjadrete ve dnech.

Dostavame )
a>1 2me

t(V) = 3 p @

a>1 ch

(V) &= ?a(vf = 52d.

(V)? = 1775d,
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Finale 2021/22, kategorie AB (3. a 4. ro¢nik SS) — Feseni
Ndpovéda: Plochu pod grafem paraboly y = x? od z = 0 po = = a spo¢teme jako (1/3)a.

Pozndmka: presné zavislosti t(V') a 7(V') bychom integraci ziskali jako

HV) = ’;f{ga(vﬁ + i[u + (V)22 1] + a(V)} .

mc? )
(V) = S0t + a1+ a(vy?]
coz ciselné pro V= 0,999c dava hodnoty 776d a 52d. Dostdvame tedy relativne presnou
shodu s ultrarelativistickou aprorimaci. Pro V- = 0,1c dostdvame hodnoty 501s a 500s,
které se lisi asi o 1% od nerelativistickeho vijpoctu.
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