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Uvodn{ test se fesi online na http://olympiada.astro.cz/korespondencni. Piihlasovaci tdaje
prisly dspésnym fesitelim skolniho kola e-mailem, nebo je dostanete od svého ucitele, ktery je mize
zjistit v sekci pro ucitele na http://olympiada.astro.cz/ucitel. Velmi doporucujeme feseni testu
neodkladat na posledni dny pred uzavérkou. U problémi s fesenim testu oznamenych po 4. 1. 2019
bohuzel nemuzeme zarucit jejich véasné vytizeni.

B Lost in Space

(maz. 20 bodi)

Vesmirné plavidlo proletélo ¢ervi dirou a ocitlo se v neznamém bodé v prostoru a casu. Astrofyzi-
kalni centrum lodi po nékolika mérenich dorucilo na kapitansky miistek nasledujici informace: nové
namérend teplota reliktniho zareni je T = 0,3 K a kfivost vesmiru je s velkou presnosti (stejné jako
v soucasnosti) nulova. Ve vypoctech nize se vaim bude hodit, Ze ve vesmiru s nulovou kfivosti nabyva
celkova hustota latky kritické hodnoty pii¢, pro kterou plati

3H?
87G’

kde H je Hubbletv parametr. Rovnéz uvazujte, ze Hubbletiv parametr ma v soucasnosti hodnotu
Hy = (67,740,5) km - s7' - Mpc™! a 7e soucasnd teplota reliktniho zafeni je Ty = 2,7 K. V soucasnosti
je 28 % hustoty latky ve vesmiru tvoreno hmotou (baryonovou a temnou). Hustota hmoty v dusledku
rozpinani vesmiru klesd v case, a to nepfimo umérné treti mocniné faktoru, o ktery se zvétsuji
vzdalenosti ve vesmiru. Zbytek latky je tvofen temnou energii, jejiz hustota se v ¢ase neméni.

Pkrit =

Predpokladejme nejdriive, ze lod se stale nachazi v nasem vesmiru.

a) Posunula se lod v ¢ase do budoucnosti, nebo do minulosti?

Teplota reklitniho zareni v dusledku rozpinani vesmiru klesa v case. Lod se tedy v case
posunula do budoucnosti.

b) Lze ze zadanych dat uréit, o jakou vzdalenost se lod posunula v prostoru? Pokud ano, o kolik?

Jelikoz vesmir je na velkych skaldch homogenni a izotropni, nedokdzeme na zakladé za-
danych (kosmologickych) idaju urcit, kam se lod posunula v prostoru.

c) Urcete pomér vzdalenosti ve vesmiru (viuci soucasnym hodnotam), které astronomové na lodi po
pruchodu c¢ervi dirou naméri.

Jelikoz spektrum reliktniho zareni splnuje s velkou presnosti Planckuv zakon, muzeme
vyjadrit stfedni vlnovou délku A reliktnich fotoni pomoci Wienova posunovaciho zakona
jako A = b/T. Tato vlnova délka podléha kosmologickému ¢ervenému posuvu a klesa
v Case se stejnym faktorem, jako kosmologické vzdalenosti ve vesmiru. Relativni velikost
a vzdalenosti ve vesmiru (vzhledem k jejich soucasnym hodnotam), které by naméfila
lod po prichodu cervi dirou (tzv. skdlovy faktor, oznac¢ujeme jako a), tedy spocCteme
jednoduse jako a = A\/\g = Ty/T = 9.
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Po dalsich mérenich astrofyzikové na lodi zjistili, Ze hodnota Hubbleova parametru se po prichodu
¢ervi dirou zménila na H = (57 +4)km - s~ - Mpc™'.

CESKA ASTRONOMICKA SPOLECNOST
1917-2017

d) Vhodnym vypoctem ovérte, ze namérené tdaje jsou konzistentni s tvrzenim, ze lod se stale naléza
v nasem vesmiru a pouze se posunula v case.

Pokud se lod stale nachazi v nasem vesmiru, mtizeme hodnotu Hubblova parametru spoci-
tat nezavisle ze znalosti T'. Je-li souc¢asna hustota latky ve vesmiru rovna py = pmo + pao
(kde pmo, resp. pao jsme oznacili soucasné hodnoty hustoty hmoty — temné a baryo-
nové, resp. temné energie), bude hustota p latky ve vesmiru pii skalovém faktoru a rovna
P = Pmoa >+ paro. Déle pouzijeme informaci o plochosti vesmiru a s pouzitim napové-
zeného vzorce pro kritickou hustotu ziskame vztah

-3 1 -3
H = H,, | =0 + a0 _ H, +a™Tma0 7
Pm,0 T PAO L+ Zmao

kde ze zadani vime, ze Tma 0 = pmo/pao = 28/72 = 0,39. Dostavame H ~ 0,85H, a tedy
H =58km -s~! - Mpc™!, coz je konzistentni s namé&fenou hodnotou. Neni tedy vylouceno,
ze lod se skutecné naléza v nasem vesmiru a pouze se posunula v ¢ase do budoucnosti.

e) Vypoctéte, o kolik let se lod v ¢ase posunula.

Nipovéda: Ve vesmiru, ve kterém pfevazuje temné energie, se vzdalenosti zvétsuji s faktorem ef’’.

Pouzijeme pfibliZeni, Ze ve vesmiru dominuje temné energie. Cas, ktery odpovida skalo-
vému faktoru a = 9, tedy mizeme dobfe aproximovat jako t = to + (1/Hp) Ina. Ciselnd
dostaneme t — ty = 32 - 10? let. Kdybychom po¢itali exaktné (s pouzitim ACDM modelu
a diferencidlniho poc¢tu), dostali bychom hodnotu 27 - 109 let.

C Trojhvézda

(mazx. 20 bodi)
Uvazujme trojny gravitacné vazany systém, ktery se sklada z tésného paru hvézd obihajicich po
kruhovych drahach ve vzajemné vzdalenosti a a z testovaciho téliska zanedbatelné hmotnosti, které
obihé centralni par po kruhové draze ve velmi velké vzdalenosti p > a. Pro prehlednost vypocti
uvazujme, ze hvézdy centralniho paru maji identické hmotnosti My = M, = M. Pro hmotnost u
testovaciho téliska potom plati u < M.

V této tloze se pokusime vyftesit, jakym zplisobem je pohyb testovaciho téliska ovliviiovan cent-
ralni dvojhvézdou. Predpokladejte, ze obézné drahy obou slozek centralniho paru i testovaciho teé-
liska lezi v jedné roviné. Neuvazujte efekty gravitace testovaciho téliska na pohyb centralniho paru
ani relativistické efekty. Bude se vam hodit, Ze pro |¢| < 1 muzeme psat binomickou aproximaci
(1+¢)" =14 ne+ 3n(n — 1)e%. To znamend, Ze napifklad pro a < p plat

a a®
(a+p) P mp? (1 —3- +62> :
PP

Uhel, ktery svird spojnice barycentra a hvézdy M, se spojnici barycentra a téliska p, nazveme 0
(méfime ho od hvézdy M; smérem k télisku).

a) S jakou periodou P, a frekvenci €. obihd centralni par? Vysledky vyjadiete obecné pomoci G, M, a.
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7 3. Keplerova zakona ziskame

P? 42 2m?

@ G(My+ M) GM’
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kde G je Newtonova gravitacni konstanta. Mame tedy P. = /27%a3/GM. Protoze Q. =

27/ P., muzeme psat

2GM
a3

Q. =

b) Uzitim binomické aproximace ukazte, ze pro vzdalenosti Ly, resp. Ly mezi testovacim téliskem a
hvézdou My, resp. M, plati

a 1a?
Lis~p|lT —cosh+=-—sin’0] .
12~ p < + 2 8 2
Zanedbejte v konecném vysledku vsechny ¢leny, jez obsahuji vyssi nez druhé mocniny a/p.
K urcenf vzddlenosti Ly pouzijeme kosinovou vétu ve tvaru L3, = p* F pacosd + +a>.

) : 1/2 —y
Pomoci aproximace (1 + €)% ~ 1+ Le — se? ziskdme

1 2 1 2
L172:p¢1$20050+4;%p(lIF;pcosﬁ%—égZQsinQQ).

c) Urcete velikost slozky gravitacni sily, kterou ptisobi centralni dvojhvézda na testovaci télisko, podél
spojnice testovaci télisko—barycentrum. Vyjadiete feseni ve tvaru

2
P o~ 2GMp (1 n a2f(9)> ,
p

2

kde f(#) je funkci pouze thlu 0. PouZijte stejnou aproximaci jako v predchozim bodé a v konetném
vysledku zanedbejte ¢leny s vy$simi nez druhymi mocninami a/p.

Celkova velikost gravitacni sily, kterou piisobi hvézda M na testovaci télisko, je GMyu/L3.
Vzhledem k tomu, ze tato sila ptisobi pod thlem ke sméru k barycentru, musime uvazovat
pouze jeji podélnou slozku. Ta je v poméru (p — § cos @) /Ly k celkové sile. Pro hvézdu M,
je celkové velikost sily GM /L3 a jeji podélnd slozka je k ni v poméru (p + % cos6)/Ls.
Celkova slozka sily ve sméru k barycentru je tedy rovna
B Mp—gcost Mp+ §cost
Fr—G;L(L% T +L§ T, ) :

Nyni si vyjadiime Li% pomoci aproximace vyse. Dostavame
3 3 2
Liyr~p? [1 + 220080 + (600s20 — 281n29> pr] :
Po dosazeni do vztahu pro F; a algebraickych tpravach ziskdme
2GM 2 3
o 1+ < (300829— sin26> .
p? 4p? 2
Pro funkei f(0) tedy dostavame f(0) = 2(cos? 6 — $ sin?0).

F, =
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d) Vyjadiete funkci f(0) ve tvaru f(f) = a + [ cos26. UrcCete ¢iselné hodnoty parametri o a f3.
Ndpovéda: cos 20 = cos? § — sin? .
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Dostavame f(#) = (1 + 3cos26), a tedy o = 3/16 a 3 = 9/16.

Diky tomu, Ze obézna perioda centralniho paru je velmi kratka ve srovnani s obéznou periodou
testovaciho téliska, a tomu, Ze prumérnd hodnota (cos26) = 0, muzeme pro prumérnou velikost
pritazlivé sily ptsobici na testovaci télisko psat

2GM 2
GZ’u(l—i-aa).
p

e) Urcete periodu p a tthlovou frekvenci w obéhu testovaciho téliska kolem dvojhvézdy ve vzdélenosti p
od barycentra. Vysledek vyjadrete pomoci G, M, a, p a . Pouzijte binomickou aproximaci. Porovnejte
tyto vyrazy s periodou pg a tihlovou frekvenci wyg, kterou bychom ziskali, pokud by centralnim télesem
nebyla dvojhvézda, ale jen jedind hvézda o hmotnosti 2M nachéazejici se v barycentru.

Pouzijeme rovnovahu mezi odstiredivou a pritazlivou silou v neinercialni vztazné soustave,
ktera rotuje spolu s testovacim téliskem. Mame

2GM a?
wpp = 2“<1+a2>.
p p

2GM 1+ a’ : 2GM 1 a a?
W= a— | = ——.
03 2 03 2 p?
Pokud by v barycentru byla jedind hvézda o hmotnosti 2M, ziskali bychom jednoduse

wo = 1/2G M/ p3.

Pro periodu p dostavame

[or2p3 - 2\ 2 972 o8 L a 02
= o — ~ _
b GM 0> GM 2p%) "

kde muzeme identifikovat py = /272p3 /G M. Odtud plyne, ze

Z toho plyne, ze

@ . 2 N 2
wo  2p27 po 2 p?

Jelikoz mame o = 3/16 > 0, zpusobi dvojhvézda ve stfedu systému efektivni zesileni

pritazlivé sily v porovnéani s jedinou hvézdou stejné celkové hmotnosti. Diisledkem je,

Ze pri stejném poloméru p obézné drahy testovaciho téliska pozorujeme kratsi obéznou

periodu.
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V prvni ¢asti této ulohy vyuzijete predpripravenou tabulku v MS Excel k numerickému vypocétu
drahovych elementi neznamého objektu na zéakladé zadanych dat z pozorovani. Mtzete predpokladat,
ze objekt obihd Zemi po draze pod vlivem Newtonovych zakont. V druhé casti provedete vlastni
pozorovani jinych objekt podobného druhu.

Dva pozorovatelé na zemském rovniku vybaveni radary zpozorovali 22. fijna 2018 v ¢ase ty neznamy
objekt O. Pozorovatel A mél v pocatecnim case ty objekt O pravé nad svym zdpadnim bodem ve
vysce hy = 15,8° nad obzorem. Pozorovatel B mél v pocatecnim cCase ty objekt O pravé ve svém
zenitu. Pozorovatel B zaroven svym modernéjsim radarem zméril radidlni rychlost objektu O, ktera
byla v ¢ase ty nulova. Vzdalenost mezi pozorovateli A a B ¢ini [ = 1481,2 km (méfeno podél zemského
povrchu). Po uplynuti doby AT = 176,125, tj. v ¢ase t; = to + AT, vystoupal objekt O do zenitu
pozorovatele A. Oznacme Z stied Zemé a S, resp. P stied, resp. perigeum obézné drahy objektu.

K numerickému vypoétu parametru obézné drahy objektu O vyuZijte ptiloZeny soubor MS Excel [1].
Zakladni schéma vypoctu je nasledujici: hlavnimi vstupy jsou vyse uvedené hodnoty a rovnéz odhad
obézné periody T'. Pro tyto iidaje tabulka dopocte ostatni parametry drahy a nasledné Newtonovou
metodou [2] vyTesi Keplerovu rovnici E—esin F = 27t/T, kde e je numerické excentricita drahy, F je
thel od poloprimky SP k SO a t je cas od prichodu perigeem. Odtud tabulka dopocte thel, ktery
pruvodi¢ objektu opsal mezi okamziky #y a t;. Ten ovSsem muzeme spocitat nezavisle z podminek
zadani vyse. Rozdil téchto dvou hodnot nam dava kritérium presnosti pocatecniho odhadu 7.

a) Do vzorctu tabulky byly vneseny chyby (¢ervené oznacené buriky). Opravte tyto vzorce a urcete
nasledujici parametry drahy objektu: periodu, velkou poloosu, numerickou excentricitu a inklinaci.

Nize uvadime podrobny popis vypoctu, nyni pouze strucné shrime spravné reseni. Chyby
ve vzorcich jsou nasledujici. V bunce F2 jsme v ¢itateli i jmenovateli zlomku zaménili
cos za sin. V bunce F3 misto tfeti odmocniny pocitdme druhou odmocninu. Numericky
vypocet poté dava T' = 38077s, a = 24458 km, e = 0,712 8. Inklinace je zfejmé nulova.

b) S vyuzitim databéze [3] urcete, o jaky objekt se jednalo. Urcete jeho ¢islo v katalogu NORAD a
ptipadné dalsi zajimavé informace. Zaznamy v databézi [3] podléhaji formatu TLE [4].

Jedna se o objekt NORAD ¢. 33208. Ve skutecnosti jde o stupen rakety, ktera na obéznou
drahu vynesla komunikacéni satelit EchoStar XI.

Nyni provedete vlastni pozorovani preletu nékolika umélych objektii, které obihaji Zemi. K vyhledani
potiebnych dat o preletech vyuZijte portal Heavens Above [5]. Cisla NORAD objekt, které budete
pozorovat, jsou nasledujici: 23 561, 25544, 27 386 a 38 770.

¢) Ke kazdému z objektt vyhledejte informace o jeho nédzvu, druhu a orbité. Pro alespon dva objekty
odpozorujte alespon jeden prelet. Zapiste datum, pozorovany cas zacatku a konce preletu a souhvézdi,
kterymi objekt proletél. Odhadnéte minimalni hvézdnou velikost dosazenou béhem preletu.

Informace o objektech jsou shrnuty v nasledujici tabulce (epocha 25. Fijna 2018).

d) Je mozné z tizemi Ceské republiky pouhym okem pozorovat pielety objektu O? Zdfivodnéte.
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¢. NORAD ‘ nazev ‘ druh ‘ peris"da Velkaki‘jloosa excentricita 71“1‘51;;%
23561 Ariane 4 3. stupen rakety 6010 7144 0,0006 98,8
25544 ISS orbitalni stanice 5560 6784 0,000 4 51,6
27 386 Envisat | environmentalni druzice | 6010 7143 0,000 1 98,2
38770 Atlas V | stupen typu Centaur 5770 6 954 0,0177 64,7

Prelety je sice mozné pozorovat, ale jejich typicka hvézdna velikost se pohybuje okolo
hodnoty 10mag. Naproti tomu z rovniku lze prelety objektu O skuteéné pozorovat i
pouhym okem.

]

2] https://en.wikipedia.org/wiki/Newton27s_method

| https://www.space-track.org

4] https://en.wikipedia.org/wiki/Two-1line_element_set
5] https://www.heavens-above.com

Zde uvadime podrobny popis numerického vypoctu drahovych elementi nezndmého ob-
jektu O. Neznamy objekt O se pohybuje v roviné zemského rovniku, inklinace jeho obézné
drahy je tedy nulova. Oznacme Z stied Zemé a S stfed obézné drahy objektu O. Ze sinové
véty pro trojihelnik ZOA v ¢ase tg plyne pro pocatecéni vzdalenost ry objektu O od stredu
Zemé (Ryz znacime polomér Zeme)

ro Ry cos hg

sin(g—i—ho) :sin(ﬂ—ﬁz—(g—kho)) — rozcos(i%—ho)

Ry .

Ozna¢me T (nezndmou) obéznou dobu objektu O. Z 3. Keplerova zdkona plyne (M je

hmotnost Zemé)
V  4x2

Protoze radialni rychlost objektu O vudi pozorovateli B je v ¢ase ty nulovd, je objekt O
v Case tg v perigeu nebo apogeu. Pro linearni excentricitu jeho drahy tudiz plati

ea = |a — o],
kde e je numerickd excentricita obézné drahy objektu O. Oznacme jesté b = av/1 — e?
délku malé poloosy obézné drahy objektu O.

Oznacme pso thel privodice SO v case t;. Uhlem pruvodice XY zde obecné myslime tihel
BoXY, kde By je poloha pozorovatele B v case ty. Transformaci souradnic pak ziskame
uhel pruvodice pzo v Case ty.

Nyni rozlisime nasledujici dva pripady:

(i) 7o < a, tj. objekt O je v case ty v perigeu,

(ii) 79 > a, tj. objekt O je v case ty v apogeu.
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V pripadé (i) plati pro excentrickou anomdlii F = pso v Case t; Keplerova rovnice ve
tvaru

CESKA ASTRONOMICKA SPOLECNOST
1917-2017

2 AT
E—esinE:%ATﬁg&so—esingoso:%rT. (1)

Pro thel pz0 v tomto pripadé plati

acos pso — b

(2)

t =
g¥z0 ea sin Yso

V pripadé (ii) plati pro excentrickou anomdlii E = 7 + ¢so v Case t; Keplerova rovnice
ve tvaru

2w (T AT
E—esinE:;<2+AT>:><,050+esingpso:27rT. (3)

Pro thel pzo v tomto pripadé plati
(acospso +b)

tg wzo = : : (4)
€a S1N Yso

Pro thel pza privodice ZA v case t; plati s ohledem na podminky tlohy

l AT
= 4o 5
PYzA Rz+ Wsz (5)

kde Ty je délka siderického dne na Zemi.
Protoze objekt O vystoupal v ¢ase t; do zenitu pozorovatele A, plati pza = ¢zo.

Pro urceni periody T a dalSich parametri obézné drahy objektu O postupujeme takto

1. Pro zvoleny pocatec¢ni odhad T" vypocteme ry a a.

2. Numericky (Newtonovou metodou) fesime rovnici (1), resp. (3), ¢imz urc¢ime piibliz-
nou hodnotu ¢sg.

3. Vypocteme @zo podle (2), resp. (4), dale pza podle (5) a ovéfime, zda je rozdil
|pzo — @za| dostatecné maly. Jinak upravime odhad obézné doby T', ptip. odhad
hodnoty ¢so, ze které jsme iterovali Newtonovou metodou, a cely postup opakujeme.

Autorem prehledového testu A je Tomas Graf. Autorem piikladu B je Martin Blaschke a Jakub
Vosmera, priklad C vytvoril Stanislav Fort, praktickou tlohu D navrhl Martin Raszyk.
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