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Analyza dat

Ulohy

G Baade & Wesselink vs. ¢ Car

(maz. 40 bodi)

Jako cefeidy oznacujeme tiidu radialné pulzujicich pravidelnych proménnych hvézd, které vykazuji
empiricky vztah mezi periodou a absolutni hvézdnou velikosti. V pripadé tzv. klasickych cefeid, ke
kterym tadime i prototypickou proménnou § Cep, muzeme tento vztah reprezentovat jako

My =a(logL —1)+b, (Q)

kde P oznacuje periodu pulzaci a My stfedni absolutni hvézdnou velikost ve filtru V. Za pomoci
dat cefeid se zndmou vzdélenosti (zméfenou nezavislymi metodami) muzeme zjistit ¢iselné hodnoty

koeficientii a, b jako! a = (—2,73 4+ 0,07) mag a b = (—3,97 & 0,03) mag.

Cilem této tilohy bude ilustrovat tzv. Baadeovu-Wesselinkovu metodu? uréeni vzdalenosti cefeid. Jak
uvidime v 1ikolech nize, tato metoda vyuziva jednak spektroskopickd meétreni radialnich rychlosti foto-
sféry k urceni zavislosti linearni rychlosti pulsace na case, a také fotometricka popt. interferometricka
meéreni k uréeni zmén thlového priaméru disku cefeidy. Kombinaci téchto informaci dostavame zptsob
urceni vzdalenosti cefeid, ktery neni zavisly na znalosti vztahu () mezi periodou a zarivym vyko-
nem. V této tloze BW metodu aplikujeme na urceni vzdalenosti jedné konkrétni galaktické cefeidy,
coz ndm poslouzi k nésledné validaci vztahu (Q).

Proménné hvézda ¢ Carinae je se stfedni pozorovanou hvézdnou velikosti V' = 3,75 mag nejjasn&jsi
cefeidou na obloze. Jeji pomérné velka perioda pulzaci P = 35,560 d navic dle vztahu (©) znamen4
relativné velky zarivy vykon a tedy i velky polomér. Muzeme tedy ftict, ze tihlova velikost ¢ Car
na obloze cini z této hvézdy idedlniho kandidata na interferometrické méreni zavislosti tthlového
priméru disku na fazi® periody pulzace. Toto méieni bylo skuteéné provedeno pomoci piistroje
VINCI instalovaného na interferometru VLTI Evropské jizni observatoie. Data* z tohoto méfeni
mate k dispozici v tabulce 1.

a) Vyneste do grafu naméfenou zéavislost tthlového praméru 6 (v mas neboli v tisicindch thlové
vteriny) na fazi. Graf nakreslete dostate¢né velky, budete do ného pozdéji vynaset dalsi body. K re-
prezentaci datovych bodu pouzijte kiizky (x). Chybové tsecky vykreslovat nemusite.

Viz obrazek 2. Zavislost thlové velikosti 6 cefeidy ¢ Car ziskand interferometricky je
vyobrazena pomoci krizku.

Interferometricka méreni zavislosti hlové velikosti na case jsou bohuzel k dispozici pouze pro re-
lativné malé mnozstvi nejblizsich cefeid. Alternativné mtizeme tuto zavislost ziskat pomoci vztahu

IStorm et al., Astronomy € Astrophysics, A95 (534), 2011

2Walter Baade, Astronomische Nachrichten, 228 (359), 1926 a Adriaan Jan Wesselink, Bulletin of the Astronomical
Institutes of the Netherlands, 10 (91), 1946

3K popisu Easovych zavislost{ vlastnosti pravidelnych proménnych hvézd zavadime (bezrozmérnou) fdzi, ktera béhem
jedné periody rovnomeérné roste z hodnoty 0 na hodnotu 1.

4Kervella et al., Astronomy € Astrophysics, 3 (416), 2004
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Tabulka 1: Data z méreni tthlového priméru € hvézdy ¢ Car pomoci interferometru VLTI Evropské jizni
observatofe (opraveno o efekt okrajového ztemnéni).

JD

faze

0

mas

JD

faze

0

mas

2452453498
2452739,564
2452740,569
2452741,717
2452742,712
2452743,698
2452744,634
2452745,629
2452746,620
2452747,599

0,618
0,665
0,693
0,726
0,754
0,781
0,808
0,836
0,864
0,801

3,054+ 0,113
2,801 =+ 0,087
2,989 + 0,047
2,993 + 0,039
2,899 + 0,056
2,758 + 0,076
2,794 & 0,035
2,675 + 0,008
2,775 & 0,046
2,609 & 0,129

2452749,576
2452751,579
2452755,617
2452763,555
2452765,555
2452766,550
2452768,566
2452770,535
2452771,528
2452786,620

0,947
0,003
0,117
0,340
0,396
0,424
0,481
0,536
0,564
0,989

2,645 + 0,078
2,753 + 0,033
2,970 + 0,113
3,194 + 0,034
3,212 4+ 0,034
3,210 + 0,035
3,188 4 0,037
3,160 =+ 0,022
3,136 + 0,020
2,727 + 0,064

mezi plosnou jasnosti a barvou hvézdy. Ten lze motivovat nasledovné: zanedbame-li extinkci, lze
zarivy tok ® od hvézdy ve vzdalenosti d, poloméru R a teploté T' vyjadrit jako

B ATt R*cT*

1
o = = —0%cT*.

4rd? 4
Plosny zafivy tok 4®/(76?) je pak roven (o/7)T* a je tedy dén ¢isté teplotou, neboli barvou hvézdy.
V praxi je tento postup zatizen komplikacemi spojenymi se zapoc¢itanim extinkce, méfrenim v konkrét-
nim fotometrickém filtru a odchylkami spektra hvézdy od Planckovy krivky. V nasi analyze vyuzijeme
nasledujici empiricky vztah®

(1)

mezi vlastnim barevnym indexem (V — K), ve filtrech V a K, vlastni hvézdnou velikosti V) ve filtru
V a thlovym priameérem 6. Veli¢iny (V — K) a Vj vztahujeme piimo ke hvézdé, neni do nich tedy
zapoCitana extinkce. Prava strana vztahu (1) uréuje barvu hvézdy ve filtrech V a K, zatimco levou

stranu muzeme identifikovat jako logaritmus svételného toku ve filtru V na jednotku thlové plochy
disku hvézdy.

Pro hvézdu ¢ Car byl naméten barevny exces E(B—V) = 0,17 mag. Zaroven uvazujte, ze pro extinkce
Ay =V —Vya Ak = K — K ve filtrech V a K plati

0
—0,4V, — 2log — = —0,5344(V — K)o — 1,0708
mas

Ay =33E(B-V),
A =03E(B-V).

b) Urcete hodnotu barevného excesu E(V — K) = (V — K) — (V — K)g pro hvézdu ¢ Car.

Dostaneme

E(V - K)=Ay — Ax =3,0E(B —V) = 0,51 mag..

c) Prepiste vztah (1) jako zavislost mezi pozorovanym barevnym indexem (V' — K') hvézdy ¢ Car,
jeji pozorovanou hvézdnou velikosti V' a thlovym primeérem 6.

°P. Fouqué, W. P. Gieren, Astronomy & Astrophysics, 799 (320), 1997
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Dosazenim vysledka (V —K)y = (V-K)-E(V-K)=(V-K)-05lalVy=V—-Ay =
V —33E(B—-V)=V —0,56 dostaneme vztah

0
—0,4V —2log — = —0,5344(V — K) — 1,02224 . (2)
mas

Na obr. 1 mame k dispozici sfazované svételné kiivky® cefeidy ¢ Car ve filtrech V a K.
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Obrazek 1: Fotometrie cefeidy ¢ Car ve viditelné a blizké infracervené oblasti.

d) Vyberte 20 vhodnych hodnot faze, pro které z obr. 1 ode¢téte hodnoty V' a K. Pro kazdou hodnotu
faze vypoctéte pomoci vztahu mezi barvou a plosnou jasnosti odpovidajici thlovy prameér ¢ Car.

Vybereme napriklad 20 hodnot faze, které jsou rovnomérné rozlozené v intervalu (0, 1).
Pro ziskani hodnot veli¢in V' a K v téchto bodech musime jejich zavislost na fazi vhodné
interpolovat. Vysledky odecti a nasledného dosazeni do vztahu (2) vidime v tabulce 2.

6J. W. Pel, Astronomy & Astrophysics Suppl. Ser., 413 (24), 1976 a D. Bersier, Astrophysical Journal Suppl. 465
(140), 2002 pro filtr V, C. D. Laney, R. S. Stobie, Astronomy & Astrophysics Suppl. Ser., 93 (93), 1992 pro filtr K.
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Tabulka 2: Hodnoty pozorovanych hvézdnych velikosti V' a K odectené pro vybrané hodnoty faze.
Rovnéz hodnoty 6 dopoctené pomoci vztahu (2).

faze | L [ K g faze | - | & g
mag mag mas mag mag mas

0,00 | 3,34 | 1,100 | 2,765 || 0,50 | 3,95 | 1,035 | 3,162
0,05 | 3,36 | 1,055 | 2,851 || 0,55 | 4,00 | 1,062 | 3,134
0,10 | 3,42 | 1,008 | 2,962 || 0,60 | 4,03 | 1,100 | 3,076
0,15 | 3,49 | 0,997 | 3,015 || 0,65 | 4,05 | 1,130 | 3,029
0,20 | 3,57 | 0,965 | 3,113 || 0,70 | 4,06 | 1,180 | 2,942
0,25 | 3,63 | 0,965 | 3,142 || 0,75 | 4,06 | 1,214 | 2,881
0,30 | 3,69 | 0,950 | 3,201 || 0,80 | 4,03 | 1,255 | 2,796
0,35 | 3,77 | 0,960 | 3,221 || 0,85 | 3,91 | 1,260 | 2,737
0,40 | 3,83 [ 0,982 | 3,207 || 0,90 | 3,66 | 1,222 | 2,695
0,45 | 3,90 | 1,005 | 3,196 || 0,95 | 3,43 | 1,155 | 2,710

e) Do stejného grafu jako v ¢asti a) vyneste zdvislost thlového pruméru € (kterou jste ziskali foto-
metricky v oze d)) na fazi. Tentokrat k reprezentaci datovych bodu pouZzijte tecky (+). Komentujte
miru shody s interferometrickymi daty:.

Graf s vynesenou zavislosti tthlové velikosti 6 cefeidy ¢ Car na fazi vidime na obr. 2.
Zavislost ziskanad pomoci vztahu mezi plosnou jasnosti a barvou je vyobrazena pomoci
tecek. Vidime, ze je ve velmi dobré shodé se zavislosti ziskanou pomoci interferometrie.

3,3
32 & R T i
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3,0 - X X 1
29 - X X i

28 | Koo
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276 | | | |
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faze

Obrazek 2: Vysledky tloh a) a e): zavislost tthlového priumeéru 6 cefeidy ¢ Car na fazi ziskand pomoci
interferometrie (krizky x) a nezdvisle pomoci vztahu mezi plosnou jasnosti a barvou (tecky ).

f) Urcete maximalni hodnotu 0y, a minimalni hodnotu 6,,;, thlového pruméru ¢ Car. Odhadnéte
jejich nejistoty.
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Z grafu na obr. 2 odec¢teme 0, = (3,22 + 0,01) mas a Oy, = (2,70 £ 0,05) mas.

Zbyvajici ingredienci Baadeovy-Wesselinkovy metody je zavislost rychlosti v, radidlnich pulzaci na
¢ase. Na obr. 3 vidime zmé&fenou zavislost” radidlnich rychlosti v.,q na fazi, ktera byla uréena na
zakladé analyzy posunu stfednich poloh spektralnich ¢ar ¢ Car oproti laboratornim hodnotam. Ver-
tikalni posun ktivky na obr. 3 nebude v nasledujicim dilezity.
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Obrazek 3: Spektroskopické méfeni radidlnich rychlosti ¢ Car (sfdzovano s interferometrickymi a fotomet-
rickymi daty v tab. 1 a na obr. 1).

g) Urcete amplitudu Av,,q namérené radialni rychlosti (tj. rozdil mezi maximélni a minimélni hod-
notou radialni rychlosti). Odhadnéte jeji nejistotu.

Z grafu na obr. 3 odec¢teme Avpq = (35 4+ 1) km -s71.

Amplitudu Av,,q ovSem nemiizeme piimo identifikovat s amplitudou Aw, rychlosti radidlni pulzace
cefeidy: spektroskopicka metoda méri radialni rychlost zprimeérovanou pres cely disk hvézdy, zatimco
amplituda Awv, je pfimo rovna méfené amplitudé radialni rychlosti fotosféry pouze lokalné v okoli
stfedu disku. Uvazime-li pro jednoduchost spektralni ¢aru, jejiz intenzita ma v laboratorni soustaveé
idealné uzky profil lokalizovany na laboratorni vinové délce Ay, miuzeme ukézat, ze v dusledku radi-
alnich pulsaci ziska intenzita této c¢ary ve spektru, které primérujeme pres cely disk, trojihelnikovy
profil (v pripadé v, > 0)

A v

j()\) N { o —1 PI‘O A € <)\0,>\0(1 + ?p)>,

0 jinak

délku X stfedn{ polohy ¢ary vztah
2 vy

5\:)\0<1+30>. (3)

h) Urcete projekéni pomér py = Av,/Avy,g. Uvazujte pouze vyse popsany geometricky prispévek,
zanedbejte okrajové ztemnéni a dalsi efekty.

"D. Bersier, Astrophysical Journal Suppl. 465 (140), 2002 a M. M. Taylor et al., Monthly Notices of the Royal
Astronomical Society, 662 (292), 1997

5/8



SLEZSKA “ . .y Ny
Astronomicka UNIVERZITA Ceska astronomicka spole¢nost
olym pié da FYZIKALNI USTAV Www.astro.cz

v OPAVE olympiada.astro.cz
Finale 2023/24, kategorie AB (3. a 4. ro¢nik SS) — Feseni
7 Dopplerova vztahu muzeme pro amplitudu Awv,.q psat
AN 2
Avrad = CTO == gAUp7

odkud dostavame py = % =1,5.

Ve skutecnosti je projekéni pomér p = Awv,/Av,g ovlivnén nejen geometrii pulzace a okrajovym
ztemnénim, ale i dalsimi charakteristikami hvézdné atmosféry a gradienty rychlosti proudéni ve
fotosféie. Ve zbytku analyzy miiZete pouzit empiricky vztah®

p = (1,38 +0,02) — (0,06 + 0,02) log £, (4)

i) Uréete hodnotu projekéniho poméru p pro ¢ Car. Vypoctéte Av, v km - s7'. Oba vysledky uvedte
véetné nejistot.

Dosazenim za P = 35,560d ziskdme p = (1,29 £ 0,04), a tudiz Av, = pAv,q = (45 £

2) km - s71. Nejistoty jsme dopocetli podle Gaussova zékona §ifeni chyb

0, = 1/(0,02)2 + (0,02log £)?

UAUP O-p 2 O-Avrad 2

_=2% _p 4+ [ —=ad

Avp P AUraud
Pro konec¢né urceni vzdélenosti cefeidy potfebujeme uréit odpovidajici amplitudu Awy, rychlosti zmén
thlového priméru 6. Tu miizeme odecist jako rozdil smérnic tecen ke grafu 6 v zavislosti na case v

bodech s maximalnim a minimélnim sklonem (kde sklon klesajici funkce je zaporny). Dle grafu na
obr. 3 by se mélo jednat o body pobliz hodnot faze 0,05 a 0,80.

j) Grafem 60 v zavislosti na fazi, ktery jste ziskali v ¢astech a) a e), prolozte dvé piimky v okoli bod,
kde zavislost nabyva maximélniho a miniméalniho sklonu. Pro zisk plného poctu bodi z této casti
pouzijte metodu nejmensich ctvercl a zaznamenejte do feSeni hodnoty parametri 0, 0y, Oz, Oyy, Tay
regrese (viz nize). Prolozeni ,,0d oka“ bude hodnoceno maximélné poloviénim poc¢tem bodi a stejné
tak regrese bez postupu pomoci chytré kalkulacky. Smérnice primek urcete véetné nejistot (které
mizete pouze odhadnout). Odpovidajici primky vyneste do stejného grafu jako v ¢astech a) a e).

Metoda nejmensich ctverci: proklddame-li daty (x;,y;) pro i = 1,..., N pifmku y; = o + Bz; (kde

hodnoty z; vynasime na osu z a hodnoty y; vynasime na osu y), potom stfedni hodnoty [, @
parametri 5, « této primky zjistime pomoci vztahti
— Nogy — 0,0, 1 —_
=—= a a=—(o,— Po.),
b Noy, — o2 N(y 69:)
kde 0, = Y5 @4, 0y = Y3 Uiy Ouy = 2o Tilliy Ogz = D3 T2 & Oyy = >3 Y2
Prolozime-li ptimku datovymi body v okoli faze 0,05, dostdvame metodou nejmensich
¢tverclt smérnici 3,5 = (1,95 & 0,09) mas a intercept @5 = (2,75 + 0,01) mas. Pro
okoli faze 0,80 dostavame smérnici g = (—1,59 & 0,32) mas a intercept @og = (4,07 +
0,26) mas. Graf @ v zavislosti na fazi s prolozenymi primkami maximalniho a minimalniho
sklonu vidime na obr. 4.

8N. Nardetto, Astronomy & Astrophysics, 661 (471), 2007
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3,3

3,2
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Obrazek 4: Prolozeni primek misty, kde mé zavislost  na fazi maximalni sklon (modra) a minimalni
sklon (Cervena).

k) Urcete amplitudu Aw, rychlosti zmén thlového primeéru 6 hvézdy ¢ Car a jeji nejistotu. Vysledek
uvedte v mas - d 1.

Dostavame
o 50,05 - 50,80 .
P — T -

Nejistotu jsme urcili jako

Aw (0,0996 + 0,0093) mas - d~' .

1
— _ 2 _ 2
O-ALJp - P\/(O-BO,OB) + (0-60,80) .

1) Urcete vzdalenost d cefeidy ¢ Car v pc. Porovnejte s hodnotou (504 4+ 28) pc, kterda plyne z
méfeni paralaxy druzici Gaia? Uréete rovnéz hodnoty Rmax & Rmin (v nasobcich Ry) maximélniho a
minimalniho poloméru hvézdy béhem pulzac¢niho cyklu.

Dostéavame (nesmime zapomenout na faktor 2 prevadéjici ihlovy primér na polomér )
_ 2Awv,
Awy

coz je v dobré shodé s vysledky druzice Gaia. Rovnéz dostavame

d

= (520 £ 50) pc,

1
Rua = Gbumad = (180 % 20) Ry,

1
Runin = 50ind = (150 £ 20) R .

9Gaia Collaboration, Astronomy € Astrophysics, A1 (649), 2021 (Gaia Early Data Release 3)
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Nejistoty jsme dopocetli podle Gaussova zdkona Siteni chyb jako
o ) ()
d Awvy, Awy
o 2 2
o [y
R d 0

m) Ovérte platnost vztahu (©) mezi periodou a absolutni hvézdnou velikosti klasickych cefeid: vy-
poctéte stfedni absolutni hvézdnou velikost My cefeidy ¢ Car jednak pomoci vztahu (©) a jednak

pomoci vzdalenosti d urcené¢ v ¢asti 1), véetné nejistot. Pro vypocet pouzijte hodnotu stredni pozo-
rované hvézdné velikosti V' = 3,75 mag hvézdy ¢ Car ve filtru V.

Pro stredni absolutni hvézdnou velikost miizeme z Pogsonovy rovnice pomoci pozorované
stredni hvézdné velikosti V' a vzdalenosti d psat

— d — d
My=V +5—-5log— —Ay=V +5—-5log— —33E(B-V),
pc pc

a tedy -
My = (—5,41 £ 0,20) mag .
Ze vztahu mezi periodou a zarivym vykonem dostaneme

My =a(logL —1) + b= (—5,47+0,11) mag,

kde absolutni nejistotu oz, v uréeni My jsme spocetli pomoci Gaussova zdkona ifeni
chyb jako

o7, =/ (log £0,)2 + (04)2.

Dostavame tedy velmi dobrou shodu.

Ulohu G navrhl Jakub VoSmera.
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