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Teoreticka cast
Kratké ulohy

A Manhattanhenge

(mazx. 10 bodi)

Ulice Manhattenu jsou usporadany do pravothlé mrize: Avenues a na né kolmé Streets. 1. prosince
2023 réno se mistnim (a turistim) naskytl zajimavy tkaz: pozorovali vychod Slunce presné mezi
domy Streets. Viz také obrazek 1. Urcete azimut sméru, kterym jsou Streets orientovany. V jaké
dalsi dny béhem roku mizeme pozorovat Slunce béhem vychodu a zadpadu v ose New Yorskych
ulic? Zemépisnd sitka New York City je ¢onyc = 40°44’, podzimni rovnodennost v roce 2023 nastala
23. zari. Uvazujte pro jednoduchost, ze se Slunce po ekliptice pohybuje rovnomérné a zanedbejte
atmosférickou refrakci u horizontu.

Obrazek 1: Vychod Slunce v New Yorku.

Spocteme nejdrive deklinaci Slunce 1. prosince 2023. V dany den uplynulo od podzimni
rovnodennosti 69 dni. Jeho ekliptikalni délka tedy je

Ao = 180° + -360° = 248°,

365,25

zatimco ekliptikalni sitka je S = 0°. Dale mizeme ve sférickém trojuhelniku Severni
svetovy pol — Severni ekliptikalni pol — Slunce psat kosinovou vétu ve tvaru

c0s(90° — d¢) = cose cos(90° — Bg) + sinesin(90° — fg) cos(Ag — 90°)

neboli
sin 0, = sinesin A\g .

Jako ¢ jsme oznadili sklon rotaéni osy Zemé viici roviné ekliptiky. Ciselné dostaneme 5 =
—21°39’. Nyni vypocitame azimut Ag, na kterém pozorovatel v NYC Slunce pozoruje v
okamziku, kdy je jeho vyska nad obzorem presné nula. Ve sférickém trojuhelniku Severni
svétovy pol — Zenit — Slunce mizeme psat kosinovou vétu

c0s(90° — d¢)) = c0s(90°) cos(90° — dnyc) + sin(90°) sin(90° — Pnyc) cos Ag
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neboli

sin 0 sin e sin A\g

cOSPNYC  COS dnye

cos Ag =

Jelikoz azimut vychodu Slunce musi lezet v intervalu (0°,180°), dostdvame jednoznacné
reseni An = 119°. To je v souladu s idajem na Wikipedii, kde se mtizeme docist, ze ulice
New York City byly naprojektovany tak, aby se Streets odchylovaly o 29° od vychodo-
zapadniho smeéru.

Je zfejmé, ze dalsi podobny vychod Slunce muzeme pozorovat 12. ledna (symetricky od
zimniho slunovratu 22. prosince). Podobné zédpad Slunce mizeme v ose Streets pozorovat
symetricky od letniho slunovratu 31. kvétna a 12. ¢ervence.

B Radiolokace

(maz. 10 bodi)

V této uloze pouzijeme radioteleskop k detekci asteroidii. Méjme parabolickou anténu schopnou vysi-
lat s vykonem P = 10° W, pozorujici na vlnové délce A = 1 m. Signal odrazeny od asteroidu deteku-
jeme, pokud zméfime vykon alespont P, = 107> W. Anténa je navic smérovd, vysilany a zachyceny
signal bude zesilen ve sméru pozorovani o faktor

B (7rD)2
,y - )\ Y
kde D je primér antény, v nasem pripadé D = 10m. To znamend, ze vykon bude ~krat silnéjsi
oproti anténé, kterd posila/ptijima cely svij vykon rovnomérné do vSech sméri. Jaka muze byt
maximalni vzdalenost d asteroidu s plochou prifezu S = 10m? a albedem A = 0,5, aby jej bylo

mozné radioteleskopem detekovat? Predpokladejte, ze zareni odrazené od asteroidu se Siti izotropneé
do vsech smért.

Tok u télesa bude
vP

T And?

Asteroid odrazi vykon
Py vyPSA
AT dpqe

Na anténé zachytime vykon
v?PSAD?
64md*
Nezapomenme, ze pri detekci signalu dojde ke druhému zesileni faktorem ~. Limitni
vzdalenost mizeme vyjadrit pomoci mezniho vykonu P,

2PSAD?2 1 3SPSADS
A= Gmp, = 3\ eap, = 4000km.
7T m m
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C Blaauw kick

(maz. 10 bodi)

V nasi Galaxii se vyskytuji samostatné hvézdy s velmi vysokymi rychlostmi, které mohou prekracovat
i samotnou unikovou rychlost Mlécné drahy. Divodem urychleni téchto hvézd mtze byt proces, pri
némz v bindrnim systému jedna z hvézd vybuchne jako supernova. V této tloze se tento proces
pokusime popsat.

Uvazujte binarni systém s hvézdami o hmotnostech M a m, které obihaji po kruhovych drahéch kolem
spole¢ného hmotného stredu. Prvni hvézda nédhle exploduje jako supernova a tim se jeji hmotnost snizi
o AM. Predpokladejte, ze exploze je okamzita a ze nebude tlakem odhazovanych plynt ovliviiovat
dréhu druhé hvézdy. Uvazujte také, ze exploze je sféricky symetrickd (a proto nedojde k urychleni
explodujici hvézdy) a Ze odhazovand hmota nebude gravitacné ptsobit na druhou hvézdu.

a) Nejprve uvazujte, ze hmotnost m muizeme zanedbat (tj. m < M). Urcete, jakou minimélni
¢ast hmotnosti systému dvojhvézdy musi supernova odhodit, tedy pomér AM/M, aby doslo ke
gravitacnimu rozpoutani systému.

Jelikoz uvazujeme, ze m < M, muzeme tvrdit, Ze v soustavé spojené s hmotnéjsi hvézdou
obihd druha, méné hmotna, hvézda rychlosti o velikosti

|GM
VR —_—.
R

Po explozi oznac¢me novou hmotnost prvni hvézdy jako M* = M — AM. Vime, zZe se v
béhem exploze nezméni a muzeme ji tedy porovnat s tinikovou rychlosti ze systému. Pro

tu plati
[2G M*
VR )
R

Porovname-li oba vztahy, dostaneme

L_ M _M-AM _ . AM

2 M M M

a tedy
AM 1
M 2

b) Uréete pomér AM /(M + m) potfebny pro rozpad systému pro obecné hmotnosti M a m.
Ndpovéda: ¢ast b) muze byt vyhodné fesit uvazenim redukované hmotnosti p = Mm/(M + m).

Reseni pomoci redukované hmotnosti: Pouzijeme postup, ve kterém si obecny problém
dvou téles mizeme ztransformovat na problém pohybu testovaci ¢astice o hmotnosti p
v centralnim gravitacnim poli, které je generované nehybnym télesem o hmotnosti M.
V terminech parametri puvodniho systému dvou hvézd piseme

M=M+m,
B Mm
M—M—i—m‘
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M je tedy celkova hmotnost obou hvézd a u je redukovana hmotnost. Jako d si oznac¢ime
vzajemnou vzdalenost slozek. V tomto obraze budou kinetickd i potencialni energie, pe-
rioda obéhu a vzajemna vzdalenost stejné jako prislusné parametry binarniho systému
v soustaveé spojené s hmotnym stredem dvojhvézdy. Toho vyuzijeme pro urceni celkové
mechanické energie systému pred explozi

g - GMp 1 ., GMu
pre = TTo T ot d

kde u je relativni rychlost hvézd ptred explozi. Plati uM = Mm, takze

GMm 1
E,o=————yu
pre 2d 2/'1’/“7
a tedy
s G(M +m)
U_T.

Po explozi bude energie systému v soustavé spojené s novym hmotnym stfedem rovna

P> GM*m 1 ,, GM'm
ost — =zHu — s
post 2a 2” d

kde a oznacuje velikost hlavni poloosy drahy testovaciho télesa a u* je redukovana hmot-
nost po explozi. Aby hvézda unikla ze systému, musi byt a — oo, a proto E,q — 0.
Upravami ziskdme

s 2G(M* +m)
uw=—"=.
d
Koneéné porovnanim vyrazi pro u? dostaneme
G(M +m)  2G(M*+m)
d N d ’
M+m=2(M—-AM +m),

a tedy
AM 1

M+m 2°

coz je v rezimu m < M v souladu s vysledkem prvni ¢asti.

(Alternativni) fesend ve vztainé soustavé hmotného stiedu pred explozi: Uhlové rychlost
w obéhu soustavy pred vybuchem spliuje
G(M +m)
w = _—

a3 ’
kde d = R+ r a R je vzdalenost hmotnéjsi slozky od hmotného stredu, zatimco r je
vzdalenost méné hmotné slozky od hmotného stredu. Plati M R = mr a tedy
_om
- M+m
M
- M4+m

?

r
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Odtud dostavame kruhové rychlosti obou slozek pred vybuchem v soustavé spojené s hmot-

nym stiedem jako
|IG(M+m) m
V =wR =
“ R+r M+m’
|IG(M+m) M
v=wr = :
R+r M+m

Relativni rychlost slozek tedy mutzeme zapsat jako

u=V+uv= 7G(M—|—m)‘
R+

Po explozi bude celkova mechanicka energie v této soustavé rovna

1 1 GM*m
*M*V2 - 2_ )
2 T T TR,

Neni jiz ale pravda, ze hmotny stred systému je v této soustavé nehybny: pohybuje se
totiz rychlosti o velikosti

mv — M*V AMV
M*+m  M*+m

# 0
Gravitacni vazebnou energii systému po vybuchu ziskdme odectenim kinetické energie

mv — M*V>2 1 (mv— M*V)?

1
(M -
2( +m)< M*+m

2 M*+m

posuvného pohybu hmotného stredu od celkové mechanické energie. Ma-li dojit k rozpadu
systému, musi byt splnéna podminka nulovosti gravitacni vazebné energie. Mame pak

1 1 1 (mv—M*V)2 GM*m
0= -MV*+ -mv* — = -
2 M Ty M m R+r
1 M* 1 m mM* GM*m
—M*V2(1—) = 2(1— ) V-
2 Mrm) 2T ) T T Ryr
1 mM* ,  GM*™m
“smear VT T R
Musi tedy platit
R+r

Porovnanim vztahi pro u opét dostaneme vysledek

AM 1
M+m 2
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D Doba mikrovlnna

(maz. 10 bodi)

Kosmické mikrovlnné pozadi (CMB) je pozustatkem raného vesmiru. Vzniklo v momenté, kdy teplota
poklesla natolik, ze se hmota stala pro fotony pruhlednou. Od té doby fotony putuji volné vesmirem.
Toto zareni mé spektrum absolutné cerného télesa o jisté teploté. Jak se vesmir rozpinal, zareni
chladlo a jeho soucasna teplota je Ty = 2,73 K. Vlnova délka odpovidajici maximu Planckovského
spektra tedy lezi v mikrovinné oblasti.

Pro jednoduchost predpokladejte, ze vesmir je dominovany hmotou, tedy ze skalovy faktor a zavisi
na ¢ase t jako a(t) oc t¥/3. MiiZete rovnéz predpokladat, Ze soucasné staif vesmiru je ty = 13,8-10° let.
Jestlize mikrovinna oblast odpovida rozsahu vlnovych délek 1 mm az 1 m, urcete
a) staii vesmiru, v jakém reliktni zéfeni zacalo, resp. prestane byt mikrovlnné, tzn. urCete ¢as tyart,
resp. tenda
Teplota T je spjata s vlnovou délkou A maxima vyzarovani absolutné cerného télesa
vztahem b
T=—,
A
kde b =2,9-102 mm - K. Vlnovym délkdm A\; = 1mm a Ay = 1 m tak odpovidaji teploty
T, =29KaT,=29-103K.

Ve vesmiru dominovaném hmotou je skalovy faktor a zavisly na casu t podle vztahu

S(Ssto)> B (tto)% '

Zaroven plati

coz po zkombinovani da

kde ty = 13,8 - 10° let. Dostévame tedy

T 3/2
tstart = to (0> = 12,6 : 109 leta
T

T 3/2
tond = to <To> =399 - 10" let .
2

b) jakému cervenému posuvu Zgsga, 0odpovida ¢as tgpar-

Plati
t
1—|—Z: = — = —

z ¢ehoz plyne

T
Zstart = —1 + ?1 = 07063 :
0
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Dlouhé ulohy

E Nerozlucna dvojice

(maz. 20 bodi)

Jak jisté vite, Mésic ma vzhledem k Zemi vazanou rotaci. Pokud zanedbame librace, vidime tedy
porad pouze tu samou polovinu meésiéniho povrchu. Kvili ptisobeni slapovych sil se navic Mésic
postupné vzdaluje a zemska rotace se zpomaluje. Za néjakou dobu tak bude také Zemé nastavovat
k Meésici stale stejnou polokouli. V této tloze se budeme zabyvat parametry tohoto tplné vazaného
systému.

Zacnéme soucasnym stavem systému Zemé — Mésic. Uvazujte pouze rotaci Zemé kolem jeji osy a obéh
Meésice kolem Zemé. Pro jednoduchost predpokladejte, ze stiedem soustavy je zemsky stied, draha
Mésice je presné kruhova, Mésic je bodovy a vse se odehrava v jedné roviné. Moment setrvac¢nosti
Zemé oznacme jako Jg, souc¢asnou uhlovou rychlost rotace Zemé jako wg, souc¢asny moment setrvac-
nosti Mésice vzhledem k zemské ose jako Jy a soucasnou thlovou rychlost obéhu Mésice jako wy.
V koncovém, tplné vazaném stavu bude moment setrvacnosti Mésice vzhledem k Zemi roven Jj;
a koncova thlova rychlost rotace Zemé a obéhu Mésice bude W' = wi, = wyy.

a) Zapiste rovnici zédkon zachovani momentu hybnosti pro systém (pomoci Jg, Ju, Jiy, W, wy, w').

Celkovy soucasny moment hybnosti L systému bude souc¢tem momentu hybnosti Zemé
a momentu hybnosti Mésice vzhledem k Zemi. Moment hybnosti obecné je soucinem
momentu setrvacnosti a thlové rychlosti, pro nas systém tedy

L= JEwE + JMWM .
Analogicky muzeme pro moment hybnosti L’ v koncovém stavu psat
L, - JECU;E + J{wwllw - JEw/ + JMW’ — (JE + J]l\/[)w/ .

Moment hybnosti se zachovava, tj. musi byt stejny v pocatecnim a koncovém stavu. Tedy
L = L' neboli
Jewp + Juwn = (Jg + Jyw'.

b) Vyjadiete koncovou vzdélenost Zemé — Mésic ' pomoci w’, G a Mg. Uvazujte, Ze hmotnost Mésice

je zanedbatelna oproti hmotnosti Zemé.

Jednoduse primo z 3. Keplerova zakona vyjadiime
, G Mg 1/3
r={"rn )

c) Vyjadiete ' pomoci G, Mg, My, wg, wy, Jg a Jy. Pro jednoduchost v zdkoné zachovani hybnosti
zanedbejte prispévek momentu hybnosti odpovidajici rotaci Zemé v koncovém stavu. Predpokladejte,
7e Mésic je hmotny bod, pro jehoz moment setrvacnosti lze obecné psat Juyg = MR?, kde M je
hmotnost hmotného bodu a R vzdalenost od stiedu, kolem kterého obiha.

7/ 18



SLEZSKA “ . .y Ny
Astronomicka UNIVERZITA Ceska astronomicka spole¢nost
olym pié da FYZIKALNI USTAV Www.astro.cz

V OPAVE olympiada.astro.cz

Finale 2023/24, kategorie AB (3. a 4. ro¢nik SS) — Feseni

Vezmeme vysledek predchozi ¢asti a za w’ dosadime ze zakona zachovani hybnosti, s tim,
ze zanedbame prispévek rotace Zemé ke koncovému momentu hybnosti, tedy

_ JEwE + Jmwm
Ju '
Celkove tedy dostavame
L GMJg
(Jewr + Juwwm)?

a po dosazeni za Jy; = Myr’” mdme

2 .14

(Jewr + Jymwwm )?

tedy
oo (Jewr + JMWM)2
G Mg Mg

d) S vyuzitim obecnych vysledki predchozich ¢asti nyni spocitejte ¢iselné hodnoty koncové vzdale-
nosti r’ Zemé — Mésic (v kilometrech) a koncové periody rotace Zemé a obéhu Mésice T” (ve dnech).
Moment setrvacnosti Zemé aproximujte momentem setrvacnosti tuhé rotujici koule, pro néjz plati
Jroule = %M R?, kde M je hmotnost a R polomér, a moment setrvac¢nosti Mésice opét momentem
setrvacnosti hmotného bodu obihajicitho kolem stredu. Uvazujte, ze r = 384 400 km.

V tabulkach si najdeme hodnoty G, Mg, My, Rg, v, Tg a Ty, pomoci nichz uz mizeme
dopoditat vSechny relevantni veli¢iny potfebné pro vypocet, jako naptiklad wg = 27/,
WM = 27T/TM, JE = %MER% a JM = MMT'2. Po dosazeni do

2
2 2 27 2 2
/ (JEOJE + JMwM)2 - (EMERET—E + Myr m)

GMgMy G Mg M,
a
;o 27TJ{W . 27TMM7“,2 . QWMM(JECUE + JMWM)4
JrwE + Jmwwm Jrwg + Jmwm GQM]%Mﬁ(JEwE + JMMM)
a tedy

QW(éMER%% + MMT2 2

3
T = n)
G MEM,

dostaneme ¢iselné ' = 602000 km = 1,57r a 1" = 54d = 1,97T.

e) Vyjadrete celkovou mechanickou energii systému F v soucasném stavu (pomoci G, Mg, My, T,
Twu, Rg a r) a celkovou mechanickou energii systému E’ v koncovém stavu (pomoci G, Mg, My, T’
a r'). Prispévek rotacni energie Zemé v koncovém stavu muzete zanedbat.
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Celkova mechanicka energie je souctem kinetické a potencialni energie. Pro energii v sou-
casném stavu tedy muzeme pséat

E=F+ Ep .
Kineticka energie v soustavé spojené se Zemi je kineticka energie Mésice a rotacni energie
Zemé
Ek - Ek,M + Erot 5
fde 1 1 1 1 27\ 2
s
Fin = =My = = Myw?r? = =My = =M, ()7‘2

k,M 9 MUMm 9 MWMm 9 MUm 9 M TM

a

1 12 1 21\ 2
Erot = §JECL)]%: = 55 ER]Q_ECU]%] = gMER]%: () .

Pro potencialni energii mizeme psat

GMgM
Ep:—ﬂ7
r
tedy celkové pro energii
1 27\ 2 G Mg M, 1 27\ 2 G Mg M 1 27\ 2
E:MM( 7T> r2_EM+MER§( ”) _ _GMeMw 1 ER%( W) ,

2 T r 5) T7E 2r ) TiE

V koncovém stavu postupujeme obdobné, jen zanedbame prispévek rotacni energie Zemé,
tedy

E' =E| + El’j ,
fue 1 1 1 21\ 2

i
By =En = §MM(U1'\4)2 = §MM(W1'\1)27"/2 = QMM(T’> r?
a
G Mg My
/
Ep — _T .

Tedy celkové

1 (27T>2T,2 . GMEMM o _GMEMM

r! 2r!

f) Vypoctéte ¢iselné hodnoty celkovych mechanickych energii £ a E’. Jsou stejné? Pro¢ ano / proc¢
ne’?

Dosadime do odvozenych vzorcii pro F a E' a dostaneme £ = 222 -10*J a E' =
—2.,40 - 102 J. Hodnoty FE a E’ tedy nemaji stejnou hodnotu. Je to z toho dtvodu, ze
v systému s ¢asem dochazi k disipaci energie na teplo pri deformacich zemského télesa,
které Mésic zpusobuje.
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Zbyva urcit ¢asovou Skalu, na niz k dosazeni uplné vazaného stavu dojde. Nehomogenita gravita¢niho
pole Meésice zpusobuje deformaci Zemé do tvaru protahlého elipsoidu. Diky treni vsak osa tohoto
protazeni nemiri primo k Meésici: misto toho ,predbiha“ pruvodi¢ Mésice o thel J, viz obrazek 2.
Gravitacni potencidl v poli takto zdeformované Zemé, ktery mérime v bodé se souradnicemi (p,0),
kde p je vzdédlenost od Zemé a 0 je tihel od spojnice Zemé-Meésic (omezujeme se na rovinu obéhu
Mésice kolem Zemé), muzeme piiblizné zapsat jako

M Mg R?
GMe -I—EG ER—?{?;COSQ(Q—&)—I},

U(p,0) ~ —
(0.) p 5 p p

kde € je elipticita Zemé indukovand slapovym pusobenim Mésice (pomér rozdilu minimalniho a ma-
ximélniho poloméru ku stfednimu poloméru). Pro ni mizeme odvodit vztah

€ =

15My [ Rg]® 1
4 Mg |r(t)] 1+x’
kde parametr x je tzv. efektivni rigidita Zemé, coz je bezrozmérna konstanta s hodnotou x ~ 3,35.

Veli¢ina r(t) je vzdélenost Zemé-Meésic v obecném case t: oznacime-li soucasnost jako t = 0, plati
r(0) = r, a v koncovém case t', kdy se ustavi uplné vazand rotace, mame r(t') = r’.

My Mg
r

§U_~
Wy \\_/L:JE

r(t)

Obrazek 2: Pusobeni Mésice na Zemi.

g) Aproximujte vyraz 3 cos® (6 — &) — 1, vyskytujici se ve vyjadien{ potencidlu, pro malé thly 6. Tj.
napiste ho ve tvaru

3cos? (0 —6) — 1= f(0) +0g(d) +...

kde f(0) a g(d) jsou funkce, které urcite, a ,,...“ oznacuje malé ¢leny obsahujici vyssi mocniny 6.
S pomoci vaseho vysledku prepiste vztah pro gravitaéni potencial W(p, 8) do tvaru

U(p,0) =~ o(p) —O7(p) + ...,

kde funkci 7(p) uréete pomoci parametri G, Mg, My, Rg, r(t), x a d.

Ndpovéda: mizete vyuzit souctové a dalsi goniometrické vzorce a také standardni aproximace funkci
sinus a kosinus pro malé thly sina ~ «, cosa ~ 1 pro a < 1. Mimo jiné se vim muze hodit, ze

cos? q = regs2a
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14-cos 2z
2

Za pouziti vzorce cos’x = prepiseme vyraz jako

3(:082(9—5)—1:31+C0822<9_5) —1

Déle pouzijeme souc¢tovy vzorec cos (x — y) = cosx cosy + sinx siny, ¢imz dostaneme

1 + cos 260 cos 26 + sin 260 sin 20 3
2

1 3 3
= §+§COS29COS2(5+ §sin2esin25.

3cos? (0 —8) —1=3

Vime, ze pro mala 0, je cosf ~ 1 a sinf =~ 6, tedy priblizné
2 L3 :
3cos” (0 —6)—1= 5t 50052(5—% 30 sin 24,

tedy f(0) =3 + 2 cos20 a g(d) = 3sin 20. Dosazenim skuteéné dostaneme

U(p,0) =Wo(p) —O7(p) + ...,

kde ¢len X
G M, 3GMy | R 1 R:1
Uo(p) = ———= - 222 M 8 “E_(143cos20),
p 4 p |r(t)| 1+x p*2
ktery je konstantni v 0, pro dalsi vypocty nebude dulezity. Pro koeficient 7(p) pred —0
dostavame

My R2, sin 2 ’
T(p)ng MRESID 5[RE‘|

4 (1+x)p* [r()

Z obecnych principti mechaniky vyplyva, ze koeficient 7(p) pred —6 v rozvoji potencidlu W(p,0)
v mocninach 6, lze identifikovat s momentem sily, kterym gravitacni pole deformované Zemé pusobi
na téleso o jednotkové hmotnosti, které se nachazi ve vzdélenosti p od Zemé a pro které je tihel 0
nulovy!

h) Pomoci G, My, Rg, x,7 a ¢ napiste vztah pro moment sily gy, kterym zemské gravitacni pole
v soucasnosti ptisobi na Mésic. Mizete uvazovat, ze i thel § je maly.

Z predchozi ¢asti dosazenim p = r(0) = r a vyndsobenim hmotnosti Mésice My dosta-
neme (s vyuzitim aproximace sin 2§ & 26 pro § < 1)

Hv =~ o

9 GMES <RE>6

r

i) Jaké je velikost momentu sily ug pusobiciho v soucasnosti na Zemi (obecné pomoci py)? Na-
piste pro Zemi pohybovou rovnici (tj. analogii 2. Newtonova zékona pro to¢ivy pohyb) pomoci vyse
odvozeného momentu sily uy; ptsobicitho na Mésic, Mg, Rg a thlového zrychleni zemské rotace eg.

I'MuzZeme pozorovat analogii se situaci, kdy na téleso o hmotnosti m umisténé v homogennim gravita¢nim poli s
potencidlem tvaru ¥ = gh, kde h je vyska, pusobi sila F' = —mg.
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Aby se zachovaval moment hybnosti, musi byt moment sily piisobici na Zemi stejné velky
jako ten pusobici na Mesic, ale opacného sméru, tedy pugp = —pun. Pohybova rovnice
ma mit vyznam 2. Newtonova zakona. V tom vystupuji hmotnost, zrychleni a sila. Roz-
myslime si, ze jejich protéjsky pro rotacni pohyb budou po fadé moment setrvacnosti,
uhlové zrychleni a moment sily. Pomoci nich tedy napiseme rota¢ni obdobu klasického 2.
Newtonova zakona pro posuvny pohyb ve tvaru

2
pE = —pv = JgEg = gMER%5E~

j) Odvodte obecny vztah pro veli¢inu eg/wg, tedy pro soucasnou relativni zménu thlové rychlosti
rotace Zemé. Pomoci ni vypoctéte ¢iselné casovou skalu 7', na niz by se ustavila tplné vazana rotace.
Vysledek udejte v rocich. Uvazujte, ze § ~ 3°.

Zkombinovanim vysledk dvou predchozich ¢asti dostavame

4 Mer3wg 1+ x 3

B 5 5 9 GMES (RE)GI 45 GM% & R

we | 2MpRiwp' ™ 2MpREwp2(1+ X)Re \ 7

3

Pomoci tietiho Keplerova zdkona r*w?; = G Mg, mizeme vysledek vyjadiit také ve tvaru

R 45<MM)2wM ) <RE>5
—_— = —— — — | wMm-
WE 4 \Mg/) wgl+x\r M

Ciselné dostavame ep/wg = —9,09 - 1078571, Odhadovana ¢asové $kala bude absolutni

hodnota prevracené hodnoty eg/wg, tedy T = 3,49 - 10° let, coz je srovnatelné se soucas-
nym starim Zemeée.

F Daisyworld

(mazx. 20 bodi)

Daisyworld je jednoduchy model ilustrujici, jak biosféra muze ovliviiovat a stabilizovat prostredi
na planeté. Byl publikovan v roce 1983 Jamesem Lovelockem a Andrewem Watsonem na podporu
hypotézy Gaia? My se v této tiloze jejich modelem inspirujeme a prozkoumame vliv nasi jednoduché
biosféry na teplotu.

Na modelové planeté o poloméru R rostou dva druhy sedmikrasek (anglicky daisy), jeden s bilymi
kvéty a druhy s ¢ernymi kvéty. Cerny kvét mé ve viditelném svétle albedo a. = 0,00 a bily kvét mé
albedo a;, = 1,00. Povrch planety je pokryt piidou s albedem a, = 0,50. Oba druhy sedmikrasky
rostou rovnomeérné po celém povrchu planety. Predpokladejte, ze material planety dobre vede teplo,
takze povrch planety méa vsude stejnou teplotu, nezavisle na thlu, pod kterym na povrch dopada
zareni od matetrské hvézdy. Sklenikovy efekt na planeté je zanedbatelny, planeta vyzafuje na dlouhych
infracervenych vlnovych délkach jako absolutné cerné téleso. Uvazujte, zZe planeta obiha hvézdu o
zarivém vykonu L po kruhové dréze o poloméru 7.

2J. E. Lovelock, A. J. Watson: Biological homeostasis of the global environment: the parable of Daisyworld. Tellus
B: Chemical and Physical Meteorology, (1983)

12 / 18



SLEZSKA “ . .y Ny
Astronomicka UNIVERZITA Ceska astronomicka spole¢nost
olym pié da FYZIKALNI USTAV Www.astro.cz

V OPAVE olympiada.astro.cz

Finale 2023/24, kategorie AB (3. a 4. ro¢nik SS) — Feseni
a) Cést povrchu £, je pokryta ernymi sedmikraskami, ¢ast povrchu fi, bilymi sedmikraskami a ¢ast
povrchu f, je hold. Plati f. + f, + f, = 1. Jaky zafivy vykon Piopad dopada na planetu? Jaky zarivy
vykon F;, planeta pohlti? Vysledky vyjadiete pomoci velicin L, R, 7, fe, fu, fp, G, b, Qp.

Hvézda ma zarivy vykon L. Intenzita zareni dopadajici na povrch planety ve vzdélenosti

r od hvézdy je
L

Amr?

Uéinny prifez planety je 7R2, kde R je polomér planety. Na planetu tedy dopadé zafivy
vykon

LR?

— 2 _
Pdopad—[ﬂ'R == 47‘2 .

Primeérné albedo planety je
a = fbab + fcac + fpap .

Albedo a nam 1ika pomér odrazené energie ku prichozi. Energie pohlcend planetou bude
tudiz tmérnad 1 — a. Planeta od materské hvézdy pohlti vykon
1—a)LR* (1 — foap — feac — fpa,)LR?

4r? B 42 '

Pn=(1-a)rR*= (

b) S pomoci vysledku predchozi podilohy odvodte vztah pro rovnoviaznou teplotu 7' na planeté.
Vysledek vyjadiete pomoci r, fe, fv, fp, Gc, b, ap, efektivni teploty T, hvézdy a poloméru R, hvézdy.

V rovnovazném stavu planeta vyzaruje stejny vykon, jako prijima

1 —a)LR?
Py = 4AnR*0T* = Py, = % .
4r?

7, toho mizeme vyjadrit rovnovaznou teplotu planety

T = C/“_@L_ 1\4/(1—fbab—fcac—fpap)L.

Tor?

1670r2 2

(1)

Pokud zé&fivy vykon hvézdy L = 47w R?0T? vyjadifme pomoci jejiho poloméru R, a teploty
T., dojdeme ke vztahu pro teplotu planety

| R,
T:T* 72 41—fbab—fcac—fpap.
r

Predpokladejme pro jednoduchost, ze druhy bilé a ¢erné sedmikrasky si navzajem nekonkuruji. Je-
dinci stejného druhu si ale konkuruji, protoze zapasi o stejné zdroje. Jestlize v ¢ase t byl pomér
povrchu planety pokryty bilymi sedmikraskami f,(t), pak pomér plochy bilych sedmikrasek v case
t + At je aproximovan rekurentnim vztahem

Solt+ At) = (14 pb) fu(t) — @ f2(1), (2)
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kde 0 < p, < 1 a0 < g, < 1 jsou konstanty a At je fixni kratky casovy krok. Analogicky ¢ast
povrchu f. pokryta ¢ernymi sedmikraskami v ¢ase t + At zavisi na poméru plochy pokryté v case t
podle vztahu

felt +At) = (14 pe) fe(t) = qe f2 (1) (3)

c) Najdéte poméry Fy, resp. Fy, plochy pokryté ¢ernymi, resp. bilymi sedmikrdskami v éasové rovno-
vazném stavu. Zajimaji nas jen kladna reseni. Vysledky vyjadiete pomoci pe, e, Pb, Gb-

V rovnovazném stavu se pomér plochy pokryty danym druhem kvétiny neméni. Jelikoz

vyvoj mnozstvi cernych i bilych sedmikrasek je popsan stejnym typem rovnice, odvodime

rovnovazny pomer jen pro bilé kvétiny a pro ¢erny druh jen zaménime konstanty p, — pe,

b = Ge-

Oznacéme rovnovazny pomér plochy pokryty bilymi kvétinami jako Fj,. Tento pomér se

v ¢ase neméni, musi tudiz vyhovovat rovnici

F=04+p)k -y = 0=F{,— k).

Trivialnim fesenim je F}, = 0 (na planeté nerostou zadné bilé sedmikrasky). Netrividlnim
kladnym feSenim je

=2
v
Analogicky rovnovazny pomér plochy pokryté cernymi kvétinami je
Fo=te
4c

d) Prozkoumejte stabilitu feseni, které jste odvodili v predchozi podiloze. Ozna¢me napiiklad rovno-
vazny stav bilych sedmikrasek jako Fy,. Kdyz tento stav vychylime z rovnovahy malou poruchou AF',
kde |AF| < F,, bude se s ¢asem pocet sedmikrasek priblizovat zpét k rovnovaze, nebo se porucha
bude zvétsovat a rovnovaha se porusi? Cleny obsahujici druhé a vyssi mocniny AF lze zanedbat.

Jelikoz rovnice popisujici mnozstvi bilych a ¢ernych sedmikréasek maji stejny tvar, i tuto
podilohu vyresime jen pro bilé sedmikrasky. Reseni pro ¢erné sedmikrasky bude stejné.

Rovnovazny stav bilych sedmikrasek Fy, spliuje rovnici
Fy = (1+pp)Fy — 17 (4)

Nyni do feSeni zavedeme malou poruchu Fy, + AF. Jestlize v ¢ase t byla porucha AF(t),
pak v case t + At bude porucha AF(t + At), kterou zjistime z rovnice

Fy+ AF(t+ At) = (1 +py)(F, + AF(t) — qo(F, + AF(1))?,

Fy,+ AF(t+ At) = (14 py)(F, + AF(t) — o Fy (1 + A;ft)) :

Mizeme zanedbat ¢len obsahujici (AF)?, jelikoz plati |AF(t)/F,| < 1. Rovnice se zjed-
nodusi na

B+ AF(t+At) = (1 +py)(F + AF(t) — g By (1 + QAZZ::b(t)> ’

B+ AF(t+At) = (1+pp) B+ (1+pp) AF(t) — o F2 — 2, LAF () .
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Nyni vyuzijeme skute¢nosti ze vztahu (4) a taktéz dosadime vysledek Fi, = py,/q, z pred-
chozi podulohy

AF(t+ At) = (1+ po)AF(t) — 2qb§bAF(t) :
b

AF(t+ At) = (1 —p,)AF(1).
Porucha se bude s ¢asem priblizovat k nule, tudiz feseni F}, je stabilni
IAF(t+ At)| = [(1 — pr) AF(t)] < |AF(t)] .

Stejné tak i feSeni pro ¢erné sedmikrasky F. je stabilni, jelikoz je popsano stejnymi rov-
nicemi.

Ovérit stabilitu rovnovahy je dilezité. Nas vysledek nam tika, ze jakmile se na planeté
ustanovi rovnovaha v poctu obou druhu kvétin, vykyvy podminek nebo drobné fluktuace
poctu rostlin rovnovahu nenarusi. Reseni F' = p/q z druhé podulohy je tedy casové stalé.

Nyni se konecné dostavame k casti ulohy, kde prozkoumame vliv sedmikrasek na teplotu planety.
Bilym sedmikréskam se 1épe dari pri vyssich teplotach. Jejich rozmnozovaci koeficient py, z rovnice (2)
zévisi na teploté planety T’ podle vztahu?

po(T) = max {0,001 : [1 - (TA_TTbﬂ ;0} , (5)

kde T, = 293K a AT = 20K jsou konstanty. Cernym sedmikraskam se zase lépe daii pii nizsich
teplotach. Jejich rozmnozovaci koeficient p. zavisi na teploté T' podle vztahu

pe(T) = max {0,001 : [1 - (TA_TTC)Q] ;0} , (6)

kde T, = 283K a AT = 20K jsou konstanty. Umiraci koeficient z rovnic (2) a (3) je pro oba druhy
sedmikrasek stejny a nezavisly na teploté g, = ¢. = 0,003.

e) Planeta ma polomér stejny jako Zemé a obihd okolo hvézdy po kruhové drize s polomérem
r = 0,70 au. Materskd hvézda ma stejny zarivy vykon jako Slunce. Na planeté za téchto podminek
rostou oba druhy rostlin. Spocitejte ¢iselné rovnovaznou teplotu na planeté T' a taktéz rovnovazné
mnozstvi bilych a ¢ernych sedmikrasek Fj, a F. v danych podminkéach. Nékteré rovnice budete muset
vyTeSit numericky.

Rovnovaznou teplotu planety jsme odvodili v rovnici (1) v prvni podiloze. Rovnou do
rovnice dosadime f, =1 — fi, — f.

16wor?T?

T =1— foap — feac — fpap =1— foap — feac — (1 — fo — fc)apa
16mor?T?

— = 1 —ap, — folap —ap) + fe(ap — ac).

3Definujeme max{a;b} = a pokud a > b a max{a;b} = b pokud a < b.
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Nyni sikovné vyuzijeme, Ze podle ¢isel ze zadani plati 1 —a, = a, — a, = ap, — a. = 0,50,
¢imz se vztah dale zjednodusi

32mor?T*
Tzl—fbﬂLfc- (7)
Rovnovazné mnozstvi bilych a cernych sedmikrasek zavisi na teploté planety 7' podle
vztahu
2
B _mﬁt_éP—Uﬁﬂ . T, — AT <T <T,+AT,
fo=F = =
£ 0, jinak,
2 (8)
f:F:m@t:;P—Ugﬂ , T.— AT <T<T.+AT,
e 0, jinak,

V zadani bylo fec¢eno, Ze za téchto orbitalnich podminek se na planeté vyskytuji oba druhy
sedmikrasek. Tim padem predpokladame, ze teplota planety bude mezi T, — AT = 273 K
a T, + AT = 303 K a vyfesime rovnice s timto predpokladem. Pokud teplota T" vzesla z
rovnic bude vyhovovat predpokladiim, pak jsme nasli feseni. Pokud nebude vyhovovat,
musime udélat jiné predpoklady o teploté a Tesit znovu.

Do rovnice (7) dosadime za fi, a f. z rovnice (8)

327wor2T? 1 T —T,\? 1 T—T.\?
S5 Gy - ()]
L 3 AT 3 AT
32mwor?TA 1 T2 2T, T T? 1 T2 2T.T T2

1 E .
3 3 T3AT? 3AT2 T3ATE T3 3AT2 T 3ATZ  3ATR

Nékteré ¢leny na pravé strané rovnice se vyrusi, a nakonec dostaneme rovnici ¢tvrtého
stupné pro teplotu planety 7', kterou musime vyresit numericky

R2ror? T (I -T2) 2T, - T.)

=1 - T .
i3 T 3AT 3AT? (9)

Zvolime iterac¢ni metodu feseni. Ta spoc¢iva v tom, Ze na levé strané osamostatnime ne-
zndmou T a na pravé strané vznikne néjaké funkce neznamé g(7')

T =yg(T).

Déle zvolime pocéateéni odhad feseni T = Ty, dosadime do funkce ¢(7), ¢imz ziskame
dalsi odhad teseni T} = ¢(7p). Kazdy dalsi odhad teseni T}, spocitame z predchoziho
odhadu 7; jako

T = 9(T;) -

Pokud mame stésti, odhady feseni s kazdym dalsim krokem konverguji k jedné hodnoté.
Pak zélezi na nés, kdy se spokojime s dosazenou ptesnosti vysledku a ukonc¢ime iterace.
Pokud nemame stésti, odhady feseni diverguji, a v tom pripadé musime levou a pravou
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stranu rovnice preskladat, vyjadiit rovnici T = ¢'(T") pomoci jiné funkce ¢'(T) a iterovat
ZNovu.

V nasi rovnici (9) mdme dvé moznosti, jak sestavit iteracni schéma

- ﬂL (H (12 -12) 2<Tb—TC>T>’

32mor? 3AT? 3AT?
3AT? (T2 —T?  3270or*T!
T = 1 — :
2Ty —To) 3AT? L

Z&tivy vykon hvézdy L = Lo = 3,85 - 10 W je stejny jako zafivy vykon Slunce.
Ostatni hodnoty v rovnici jsou konstanty nebo je zname ze zadani. S pocatecnim od-
hadem Ty = 288 K uprostfed naseho povoleného intervalu dokonvergovalo druhé iteracni
schéma k teploté planety T = 284,3K = 284 K. Prvni iterac¢ni schéma s pocatecnim
odhadem Ty = 288 K diverguje a k reseni nevede.

Nalezené teseni T' = 284 K vyhovuje predpokladu, ktery jsme udélali na zacatku 273 K <
T < 303K. Na planeté za téchto podminek koexistuji oba druhy sedmikrasek. Poméry
povrchu planety pokrytého obéma druhy kvétin spocitdme dosazenim 7" = 284 3K do

vztahu (8)
1 T —Ty\?
Fo==-1|1— —0.270 =02
b 3[ (AT)] 0,270 = 0,27,
1 T—T.\? _
FC:3[1—< — ”_0,332_0,33.

Cést povrchu planety fp = 0,40 zistava hola.

f) V pribéhu starnuti hvézdy na hlavni posloupnost se jeji zarivy vykon s vékem zvysuje. Nase bi-
Linax, pri kterém se na planeté jesté udrzi oba druhy sedmikrasek (¢iselné v nasobcich Lg). Pro oba
extrémni pripady taktéz porovnejte odpovidajici teploty Tiin, Tmax planety s biosférou s hypotetic-
kymi teplotami 7 min, T0,max Planety, kdyby byla celd pokryta jen ptidou bez sedmikrasek. VSechny
teploty spocitejte ¢iselné v kelvinech.

svvs

pripadé jsou rovnovazna mnozstvi bilych a ¢ernych sedmikrasek fi, ~ 0 a f. = 0,25. Hola
¢ast povrchu planety bude f, = 0,75. Zarivy vykon hvézdy, ktery by na planeté vytvoril
teplotu T = 273 K spocitdme z rovnice (1)

16702 T,
Lunin = OTOT L =278 10% W = 0,72L, .
L — foap, — feae — fpap

Pti tomto zarivém vykonu matetrské hvézdy by teplota holé planety bez sedmikrasek byla
nizsi

of (1= ap) Linin

Tomin = 167or?

= 258 K.
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Nejvyssi teplota, pri které na planeté mohou existovat oba druhy, je Tp.. = 303 K.
Rovnovazna mnozstvi bilych a cernych sedmikrasek by byla f, = 0,25 a f. ~ 0. Hola
cast povrchu planety bude f, = 0,75. Zafivy vykon hvézdy by v tomto pripadé byl

16 2T
Linax = O~ max = 7.03-10% W = 1,82L .
I fbab - fcac - fpap
Hol4 planeta bez biosféry by pii tomto vykonu matetské hvézdy méla teplotu povrchu
vyssi

4 (1 - ap)LmaX .
——— =326K.
167or?

TO,max =
Vidime, ze nase jednoduché biosféra slozend ze dvou druhti ¢erné a bilé sedmikrasky ma
vliv na teplotu planety. Diky tomu, Ze ¢erné kvétiny 1épe prosperuji pii nizsich teplotach a
bilé kvetiny pri vyssich teplotach, biosféra zmirnuje nartst teploty pri ristu zarivého vy-
konu matefské hvézdy. Déje se tak prirozenou zménou poméru povrchu pokrytého jednim
¢i druhym druhem sedmikrasek.

Autorem tlohy A je Jakub VoSmera, autorem tlohy B je David Komének, autorem tlohy C je David
Balek, autorem tlohy D je Pavel Kiis, autorem tlohy E je Radka Kiizova, autorem tlohy F je Jindrich
Jelinek.
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