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Kratké ulohy

A Extrémni zapady

(mazx. 10 bodi)

Kolikrat kratsi dobu trva zapad Slunce na rovniku nez na nasich zemépisnych sitkach (¢ = 50°)? A
kolikrat déle nez ten u nés trva zapad Slunce na severnim polu? Zapadem Slunce rozuméjte dobu,
za kterou prejde cely slunecni disk pres horizont. VSechny zapady berte v obdobi okolo podzimni
rovnodennosti. Pro jednoduchost neuvazujte refrakci.

Zactneme nejjednodussim pripadem, kterym je zapad Slunce na rovniku. Dominantnim
efektem je zde rotace Zemé kolem vlastni osy. Zménu deklinace Slunce miuzeme bezpecné
zanedbat a uvazovat, ze je deklinace po celou dobu nulova. To znamend, ze se Slunce
pohybuje od vychodu pres zenit az na zapad, kde zachazi presné kolmo na horizont.
Uhlova rychlost tohoto pohybu je wy = 2?”, kde T' = 24h je délka slunec¢niho dne. Pri
pruméru slunecniho disku d = 32’ tedy zapad Slunce bude trvat dobu

d dT

to=— = — .

Wo 2w

Ciselné by vyslo 2min 8s. Pro obecnou zemépisnou §fiku ¢ se bude Slunce o rovhoden-
nosti pohybovat opét od vychodu na zapad stejnou tthlovou rychlosti, ale bude dosahovat
maximalni vysky hp.. = 90° — ¢, v dusledku cehoz bude zapadat pod tihlem 90° — ¢
vudci roviné horizontu. Vzhledem k malym thlovym velikostem oblouki, které Slunce na
obloze béhem zapadu opise, si vystac¢ime s rovinnou geometrii. Z obrazku 1 je patrné, ze

sluneéni disk musi urazit drahu x = Coi 35 aby zapadl. Pro dobu trvidni zapadu t, tedy
mame
x dr
to= 2= = 1)

wo 2mcoso
Vidime tedy, ze pomér ¢ast zapadu na zemépisné sitce ¢ = 50° je

t50 1

to  cosb0°

Ciselné dostdvdme ¢ = 1,56.

vvvvvv

konec¢ny cas zapadu, nebot cos90° = 0. Slunce by tedy na poélu nikdy nezapadlo. Ve
skutecnosti vsak zapadnout muze, a to diky zméné své deklinace v prubéhu roku. Pokud
zanedbame refrakei, zavisi vyska Slunce h na severnim poélu na deklinaci § jednoduse
podle vztahu h = §. To znamend, ze aby Slunce zapadlo, musi se deklinace stiedu slu-
necniho disku zménit z —|—g na —%. Deklinace Slunce se nejrychleji méni pravé v okoli
rovnodennosti. Pobliz podzimni rovnodennosti klesa, a to priblizné linearné. To je zpu-
sobeno pohybem Slunce po ekliptice, ktera je vici zemskému rovniku sklonéna priblizné
o thel € = 23,5°. Z obrazku 2 muzeme vidét, ze za ¢as At se deklinace v okoli podzimni
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Obrazek 1: Zapad Slunce na obecné zemépisné sitce ¢.

rovnodennosti zméni o Ad =~ _2%@

sine, kde P je délka tropického roku. Dosazenim
hodnoty Ad = —d muzeme vyjadrit dobu trvani tgy zapadu Slunce na severnim polu
v poméru k dobé trvani zapadu Slunce u nas jako

dP o
@_ Imsme P cos 50

t ar
50 27 cos 50°

T sine

Ciselné dostévame %) = 589, zapad Slunce na polu tedy trva priblizné 32 h 34 min.

\Q rovnik

2/7 ; Ad
A

QL.
“on,

Obrazek 2: Pohyb Slunce po ekliptice kolem podzimni rovnodennosti.
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B Paralaxa na eliptické draze

(maz. 10 bodi)

Perihelium Zemé letos nastalo dne 2. ledna a rovnodennost 20. brezna. Naleznéte ekliptikalni sou-
fadnice (3, A) blizké hvézdy, kterd vlivem paralaxy opisuje presné kruznice vuéi vzdalenym hvézddm.
Naleznéte vSechna feseni. Vystrednost zemské drahy je e = 0,017.

Blizké hvézdy na ekliptikalnim pélu v prabéhu roku zdanlivé opisuji elipsy ve tvaru
drahy Zemé viici vzdalenym hvézdam. Cim blize je hvézda ekliptice, tim vice je tato
elipsa zplostéla.

Za prvé nalezneme pomeér velké a malé poloosy zemské drahy

é:\/1—€2.

a
Daéle ur¢ime potrebnou ekliptikalni sitku na zakladé tohoto poméru
b .
—=V1—e?2=sinpg.
a

Dostavame vysledek S = 89°1’34”, ale nesmime zapomenout také na § = —89°1'34”. Dale
urc¢ime ekliptikalni délku. Bude se jednat o hvézdy, které uvidime na meridianu v pravou
ptlnoc béhem perihelia a afélia. Stredni denni pohyb Slunce po ekliptice je

360°

" 365.25d

a perihelium nastalo o 78 dni drive pred rovnodennosti. Muzeme napriklad spocitat
ekliptikalni sitku slunce béhem perihelia, jako

Ao = 360° —78d - n = 283,1°,
a hledana sirka hvézdy bude A = Ay — 180° = 103,1°. Nesmime ale opét zapomenout na

podzimni feseni A = 283,1°. Kombinaci téchto dvou sitek a dvou délek ziskavame ctyri
polohy na obloze, kde hvézdy opisuji diky paralaxe presné kruznice.
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C Gemini

(maz. 10 bodi)
Uvazujme dvé identické hvézdy, kde kazda ma polomér R = 86 R, a tepelny vykon P = 2000L,.

a) Vypoctéte efektivni teplotu 7' povrchu obou hvézd v kelvinech za predpokladu, ze se hvézdy
nachazi velmi daleko od sebe.

Zativy vykon osamocené hvézdy odpovida jejimu tepelnému vykonu. Ze Stefan-Boltzmannova
zakona tedy muzeme psat

P = 47R%*cT*.

Odtud vyjadiime efektivni teplotu 7" osamocenych hvézd jako

J P 000 [ Lo .
= \/47TR20' - \/ 862 y 4T R% o = 0,726,

L .
%:ﬁhéﬁ:me

Ciselné tedy dostaneme 7 = 4160 K.

b) O jakou hodnotu AT (opét v kelvinech) se efektivni teplota hvézd zméni, pfiblizime-li je na
vzdalenost d = 1000R;, od sebe? Mizete predpokladat, ze povrch kazdé hvézdy ma vsude stejnou
teplotu a ze jejich poloméry R a tepelné vykony P se po priblizeni nezméni.

V pripadé, ze se hvézdy nachazeji v konecné vzdalenosti od sebe, dochézi k jejich vzajem-
nému ohtivani. Zarivy vykon L jedné z hvézd je potom urcen jejim tepelnym vykonem P
a zaroven vykonem [ zareni, které tato hvézda prijima od druhé hveézdy. Jelikoz dle za-
danych ¢iselnych hodnot plati R < d, budeme I pocitat jako vykon prijaty od bodového
zdroje, ktery se nachazi ve velmi velké vzdalenosti, tedy

L R\?2
I= : 2:<)L.
e

Celkem miizeme pséat energetickou bilanci a Stefantiv-Boltzmanniv zdkon ve tvaru

2
L:P+[:P+<Z>L:%R%@+Aﬂ4

Odtud pak lze vyjadrit nejprve

a potom

A P

Poznamka: jelikoz R < d, miizeme obecny vysledek rovnéz zapsat v priblizném tvaru

AT ~ L(£)2.
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D Neutronové spagety

(maz. 10 bodi)

V roce 1974 objevili Russell Alan Hulse a Joseph Taylor binarni systém obsahujici pulsar a neutrono-
vou hvézdu, jehoz pozorovani vedlo k potvrzeni gravitacnich vin podle Einsteinovy teorie relativity.
Jindra se rozhodl, Ze 50. vyroc¢i objevu musi poradné oslavit. Ma v planu stat se prvnim ¢lovékem,
ktery prozkouma zblizka neutronovou hvézdu.

Jindra ma v planu padat radidlné smérem k povrchu kompaktniho objektu. Pomozte mu spocitat mi-
nimalni bezpecnou vysku h (v kilometrech), na kterou se mize priblizit, aby nebyl roztrhén slapovymi
silami. Uvazujte astronauta, jehoz télo je orientované rovnobézné se smérem pusobeni gravitacni sily.
Neutronova hvézda ma hmotnost M = 1,4 M, polomér R = 10km a nerotuje. Lidské télo vydrzi
silu Flhax = 10kN. Slapovou silu pocitejte jako rozdil mezi silou plisobici na horni a dolni piilku téla,
kazdou s hmotnosti 5 = 35 kg, které se nachazeji d = 1,0 m daleko od sebe.

Néapoveéda: Pro a < b (¢ti a velmi malé oproti b) plati priblizny vztah m R b% F %‘;
Budeme uvazovat, ze horni ¢ast téla se od kompaktniho objektu nachazi ve vzdalenosti

rn = R+ h+d/2, zatimco dolni ¢ast ve vzdalenosti rq = R+ h — d/2. Na dolni ¢ast téla
pusobi sila

GZM
Fq = —Z—M 5
(R+h—7%)
kde G je Newtonova gravitacni konstanta. Na horni ¢ast pusobi sila
7 GEM
h= 75 0 a5 -
(R+h+9)2
V meznim pripadé musi platit
GoM GoM
FmaX:Fh_Fd:_

+ :
(R+h+%)? (R+h-—9)?

Abychom mohli vyjadrit h, pouzijeme zadanou aproximaci, protoze zfejmé bude platit
g < R+ h. Mame pak

1 1 d

~
~

R+h+D2 " (Ren2 T (R+h)p

Miizeme tedy psat

Wpax 1 d 1 d
GMm =~ (R+h)? (R+h3 (R+h)? (R+h)3
2
 (R+h)3’
a tedy
o GMmd 00k
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Dlouhé ulohy

E Zakrytova
(maz. 20 bodi)

Hypoteticka zakrytova dvojhvézda, jejiz svételnou kiivku miizete vidét na obrazku 3, ma periodu
obéhu P = 0,380d (ano, dne). Z dlouhodobych pozorovani vyplynulo, Ze sklon drahy je priblizné 90°
(smér k Zemi se tedy nachéazi v roviné obéhu) a ze obé slozky obihaji po kruhovych drahach kolem
hmotného stredu soustavy. Pomoci spektroskopickych pozorovani byly také zméteny rychlosti obéhu
jednotlivych hvézd, konkrétné v; = 150 km - s™! a vy = 201 km - s~

1 -
0.9

x i
5 J
o i
- 0.8
o ]
N ]
© i
£ i
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Z
0.6
0.5
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Phase

Obrazek 3: Svételna krivka systému.

a) Urcete vzdalenost a mezi hvézdami ¢iselné v m.

Uvazme, ze vzdalenost prvni, resp. druhé hvézdy od hmotného stiedu je aq, resp. as.
Potom plati

2maq
U1 = P )

2mas
U2 = P

Odtud ziskame p
a=a;+ ay = 27(1)1 +U1) = 1,83 109m
™
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b) Zjistéte a Ciselné v kg vyjadrete, jaké jsou hmotnosti M; a M, jednotlivych slozek bindrniho
systému.

Ze 3. Keplerova zakona mame

@& GM
P2 Ap2?’
kde M = M + Ms. Déle z rovnice pro hmotny stied miizeme psat
a1 My = as My,
a1M1 = G,Q(M — M1> s
a tedy
ao vy 4Ar?ad 30
M, = M = —— =194 10" kg,
! ai + as V1 + Vs GP2 &
aq U1 47TQCL3 . 30
M, = = —— =145-10"kg.
2 a1 + as V1 + Vs G P? ’ &

Déle o bindrnim systému vime, Ze jeho pozorovana vizualni hvézdna velikost v maximu je my =
13,5 mag a Ze jeho paralaxa je! m = 1,385 mas. Ze spektroskopickych pozorovani systému byly rovnéz
urceny hodnoty teploty prvni hvézdy 77 = 5630 K a druhé hvézdy 75 = 5800 K.

c) Pomoci svételné kiivky urcete zafivé vykony prvni hvézdy L; a druhé hvézdy L, Ciselné ve W.
Predpokladejte, ze hmotnéjsi hvézda je také vétsi. Bolometrickou korekci zanedbejte.

Zde je dilezité rozlisit, o jakou situaci se jednd, protoze je druha hvézda teplejsia R; > Rs,
odpovida primarni zakryt situaci, kdy je druha hvézda cela v zakrytu za prvni. Ze svételné
krivky dostaneme, Ze hloubka priméarniho zédkrytu je h = 0,53. Pro hloubku dostaneme

vztah
L
h=-—"1_
Li+ Lo
Lo 1
— =—-—1=0,887.
L, h ’

Vzdalenost k systému je d = 1/m = 722 pc. Z Pogsonovy rovnice plyne, ze absolutni vizu-
alni hvézdna velikost systému je My = my+5—5log & = 4,21 mag. A z toho porovnanim
s absolutni hvézdnou velikosti Slunce dostavame (zanedbévame bolometrickou korekei)

Ly + Lo
Lg '
Ll + L2 _ L@ . 1070,4(]\1\/71\1@) :

My — Mg = —2,5log (

a tedy
Lo
Ly = L1070 M EME) = 3 60 - 1070 W
L1+ (Lo/Ly)
Le ,
Ly=——"—— .10 0*0M=Me) = 319. 10 W .
S 1+ (Ly/ L)

!Jednotka ,mas“ (milliarc-second) odpovidd jedné tisiciné tihlové vtefiny.
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d) Nakonec urcete také Ry a Ry a to opét ¢iselné v m.

Zde vyjdeme ze Stefanova-Boltzmannova zakona: miizeme pséat

Ly = 4w R}oT},

a tedy
Ly
R =7,09-10%
! AroT} ’
Obdobné pro R,y lze pséat
Lo
=6,29 - 10°
Ry = Ino T} = 6,29 - 10°m

Mozna jste si vSimli, Ze na této tloze a zejména na cislech, ktera nam vychazeji, je néco divného.
Abychom pochopili, co se déje, zakresleme, jak nas binarni systém vypada.
e) Nakreslete, jak z pohledu pozorovatele vypada ndmi zkoumand bindrni soustava pfi maximu po-

zorované jasnosti. Ve vasem nakresu se pokuste zachovat poméry mezi poloméry hvézd a vzdalenosti,
ktera je déli od sebe.

Pomér Ry : Ry:a vychéazi (hodné zhruba) 9:8:23. Tedy nékres muze vypadat jako ten na
obrazku 4.

Aha, takze v nasem systému jsou obé slozky velmi blizko sebe. Nyni se budeme zabyvat tim, jestli se
obé slozky dotykaji, tedy jestli je spojuje Rochetiv lalok. Bohuzel pti feseni tohoto kola nemate pristup
k pocitaci, a tedy si soustavu nemiizete simulovat, miizeme vSak vyuzit empiricky zjisténé vztahy,
které dotykové binarni systémy spliuji. K tomu vsak musime urcit jesté jednu veli¢inu svazanou se
soustavou.

f) Urcete, jaky je moment hybnosti J celé soustavy v jednotkdch cm? - g-s™'. Pro jednoduchost
muzete zanedbat poloméry hvézd.

Moment hybnosti celé soustavy je roven

J = vy Mia; + vaMoas = 5,34 - 10 cm? - g-s7 1.

Nyni s pomoci obrazku 5 a grafii na ném lze ovérit nebo vyvratit nasi domnénku. Poznamenejme, ze
sedé plochy v nasledujicich grafech odpovidaji situaci, ze binarni systém je dotykovy.

g) Na zakladé grafii na obréazku 5 zhodnotte, zdali se jednd o dotykovy bindrni systém.

Jednotlivé Vehcmy, které potrebujeme k porovnani s grafem, jsou log 4; Ml = 0,127, log 7 L1 =

0,052, log = 0,23 alog 21 = 51,7. Z cehoz zakreslenim do grafu zjistime, Ze se
obé slozky dotykap
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Obrazek 4: Znazornéni rozmeéra binarniho systému
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Obrazek 5: Empirické modely testujici, jestli se slozky bindrniho systému dotykaji (A. Poro et al., Res.
Astron. Astrophys., 24 (015002), 2023 a Z. Eker et al., MNRAS, 373 (1483), 2006).
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F Set sail!
(maz. 20 bodi)

Presunme se nyni do vzdéalené budoucnosti, kdy bude lidstvo schopno vyrabét dostatecné lehké
komponenty, aby mohlo zkoumat Slunec¢ni soustavu pomoci vesmirnych sond vyuzivajicich k po-
honu slunecnich plachet. Pro tcel této tilohy budeme slunec¢ni plachtu modelovat jako velmi tenkou
rovinnou plochu o obsahu S, jejiz velikost budeme schopni v ramci orbity ménit. Budeme rovnéz
uvazovat, ze material plachty dokonale odrazi vSechno dopadajici zafeni na vSech vlnovych délkach.
Predpokladame-li, Ze je kolmice na plochu plachty orientovana ve sméru prichozich fotont, ptisobi
na sondu ve sméru od zdroje reaktivni sila

Ffot - )
C

kde ® je vykon dopadajiciho zareni na jednotku plochy a ¢ je rychlost svétla ve vakuu.

Uvazujme sondu vybavenou sluneénimi plachtami, ktera se nachazi ve vzdélenosti r od Slunce (zarivy
vikon Lg = 3,828 - 10 W). Predpokladejme, Ze kolmice na plochu plachty vZdy mifi smérem ke
Slunci.

a) Najdéte obecny vztah pro silu Fi(r) v zévislosti na La, S, ¢ a vzdalenosti r sondy od Slunce.

, L
Dosazenim ® = =% dostaneme

4

LoS

Ff t — <= o -
© 2mwer?

Kromé reaktivni sily zareni ptisobi na sondu rovnéz gravitacni sila

GM@m
_ =

Fgrav(r) =

Y

kde G = 6,673 - 107'' N - m? - kg2 je Newtonova gravitac¢ni konstanta a M, = 1,989 - 10*° kg je
hmotnost Slunce. Celkovou hmotnost sondy véetné plachty uvazujme m = 1,000 kg. Celkovou silu
plisobici na plachtu ve sméru od Slunce pak miizeme zapsat jako

FMQm
_ >

Y

F(r) = Frou(r) + Farav (1) =

kde I je koeficient, ktery nezavisi na vzdalenosti r sondy od Slunce.

b) Ukazte, Ze pro koeficient I" mizeme psét

S
I‘_G<1—Z),

kde > = %. Vypoctéte ¢iselnou hodnotu ¥ v m?.

Sectenim radiac¢ni a gravitacni sily dostaneme

L@S GM@m B _M@m (1 L@S >

F = — S
(r) 2mer? 72 r? 2rcGMem
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odkud vidime, ze
ra(i-, =5 Y _g(1-%)

2mcGMem Py
kde
2wcGMom
Y=
Le

Ciselné pro nasi sondu dostavame ¥ = 653 m?.

¢) Za predpokladu, Ze se hodnota S béhem orbity neméni, popiste kvalitativné mozné tvary trajek-
torie sondy kolem hvézdy v pripadech

1. G>T>0,
2. I'=0,
3. I'<0.
Mize nastat pripad I' > G?

Jelikoz je clen % vzdy kladny, pripad I' > G nemtze nikdy nastat. Pokud G > T" > 0,
pusobi na sondu pritazliva sila, ktera klesa se ¢tvercem vzdalenosti od hvézdy. Sonda se
tedy bude pohybovat po kuzelosecce s hvézdou v ohnisku: po kruznici ¢i elipse v pripadé,
ze je celkova mechanicka energie E plachty zaporna, nebo po parabole ¢i jedné z vétvi
hyberboly (se Sluncem v prilehlém ohnisku), pokud E > 0. Nastane-li piipad I' = 0,
nebude na sondu piisobit zadna sila a bude se tedy pohybovat rovnomérné primocare.
Konecné pro I' < 0 bude na sondu pusobit odpudiva sila, jejiz velikost klesa se ¢tvercem
vzdalenosti. Sonda se tedy bude pohybovat po jedné z vétvi hyperboly se Sluncem v
protilehlém ohnisku.

Vsimnéme si, ze pomoci zmén plochy S plachty miizeme docilit zmén koeficientu I' v pribéhu letu
sondy, a tedy i zmén charakteru jeji trajektorie. Lze navic ukazat, ze i v pripadé ménici se hodnoty
I' bude stale zachovavan moment hybnosti sondy

J =mursina,

kde v je velikost jeji okamzité rychlosti vzhledem ke Slunci a « je thel, ktery smér okamzité rychlosti
svira s pruvodicem sondy (o velikosti 7). Naproti tomu jiz nebude obecné platit zdkon zachovani
celkové mechanické energie sondy.

d) Za predpokladu, ze plati G > I' > 0 (tedy 0 < S < X), najdéte obecny vztah pro moment
hybnosti J sondy na kruhové draze o poloméru r. Vysledek vyjadrete pomoci I', Mo, m a r.

Pro kruhovou drahu plati v = \/% a sina = sin(§) = 1. Dostavame tedy

[TM,
J=mr T®:m\/FM®r.

Letovi inzenyti dostali za tikol napldnovat misi uré¢enou k dlouhodobému prizkumu planetek hlavniho
pasu mezi Marsem a Jupiterem. Itinerar mise ma byt nasledujici:
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1. Sonda zacind na parkovaci kruhové draze o poloméru ry = 1,00au okolo Slunce se slunec¢ni
plachtou v kompletné zataZeném stavu (tedy s plochou Sy = 0m?).

2. Sonda v jisty okamzik ¢y, = 0,00y velmi rychle roztahne svoji plachtu tak, aby méla plochu
So1. V dusledku tohoto manévru sonda prejde na eliptickou drahu s aféliem ve vzdalenosti
r1 = 2,77 au od Slunce.

3. V okamzik ¢; dosazeni afélia sonda opét velmi rychle zméni plochu své plachty na hodnotu
S1 > Spi1. Hodnotu S zvolime tak, aby sonda timto manévrem presla na kruhovou drahu
o poloméru ry.

4. Sonda ihned za¢ne velmi pomalu zmensovat plochu plachty z hodnoty S; na hodnotu S, tak, aby
jejl orbita byla neustéle priblizné kruhova. Polomér orbity se ale bude velmi pomalu zmensovat.
Pti tomto manévru sonda prozkouméa oblast hlavniho pasu planetek mezi vzdalenostmi r; =
2,77au a ro = 2,36 au od Slunce.

5. Po dosazeni vzdélenosti 75 od Slunce v ¢ase ¢ sonda svou misi ukond¢i.

e) Vypoctéte hodnoty ploch Spp, Si a Sy plachty (Giselné v m?) potiebné pro uskutecnéni mise.

Jelikoz se sonda ve stavech s plachtou rozvinutou na plochu Sy, Sp, resp. Sy pohybuje po
kruhovych drahach o polomérech rq, r1, resp. ro, mizeme psat zakon zachovani momentu
hybnosti ve tvaru

S S S,
m\/G<1 — EO>M@7”0 = m\/G<1 — £>M@r1 = m\/G(l — ;)M@rg.

Zaroven vime, Ze Sy = 0m?. Dostdvame tedy vztahy

To
Tl:l I
by

To
7/’2_1_%7

neboli

S = (1 - TO)E = 417m?,

r

Sy — (1 _ TO)Z = 376m? .

T2

Pti prechodu z kruhové drahy o poloméru ry na kruhovou drahu o poloméru r; se sonda
pohybuje po (tzv. Hohmanové) eliptické draze o velké poloose

o+ 11

apr = = 1,89 au

pod vlivem pritazlivé sily s efektivni gravitaéni konstantou G(1 — %) Jelikoz se pri

roztazeni plachty na plochu Sy; zachoval moment hybnosti a tento manévr probéhl velmi
rychle (tak, Ze se béhem ného vzdélenost sondy od Slunce nezménila), musi byt velikost
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rychlosti sondy v perihelu eliptické drahy rovna kruhové rychlosti sondy na pocatecni
parkovaci draze. Mame tedy podminku

GMo (|~ 5oy _ Suy(2_ L
\/ To <1_2)_\/GM®(1 2)(7’0 aOl).

Odtud dostaneme

1 1
S()l = 2(1 - ro)Z == 551 = 209m2

1

f) Vypoctéte dobu t; — tp od zac¢atku mise (¢iselné v letech), za kterou sonda prejde na kruhovou
drahu o poloméru ry.

Doba t; —tg musi byt rovna poloviné periody obéhu sondy po eliptické draze o velké polo-
ose ag; pod vlivem pritazlivé sily s efektivni gravita¢ni konstantou G(1 — %) Dostavame

tedy
3
o1 m oL
tl—t():ﬂ' :*(7"04-7“1) :1,57y
JG[l—%( — )M, 2 \ GM

Déle predpokladejme, ze pro dosazeni zmény poloméru své drahy z hodnoty r; na hodnotu r, méni
sonda plochu plachty velmi pomalu tak, aby se 1. pohybovala s konstantnim thlovym zrychlenim
(které bude velmi malé), a 2. aby v ¢asovém intervalu ¢ € (¢, ts) vykonala pfesné¢ N = 20 kompletnich
obéhti kolem Slunce.

g) Vypoctéte dobu ty — ty (opét ¢iselné v letech) neboli celkovou dobu trvani mise.

Népovéda: Vzpomerite si na vztahy pro rovnomeérné zrychleny pohyb.

V intervalu (t1, ) se sonda pohybuje s konstantnim tthlovym zrychlenim, jehoz velikost
oznacme jako €. Muzeme potom psat

Wy — Wy
to —ty

kde wq, resp. wy jsou uhlové rychlosti pohybu sondy po kruhové draze o poloméru ry,
resp. ro. Ze 3. Keplerova zakona muzeme pro tyto ihlové rychlosti psat vztahy

GM, S 1
W1:\/ 7‘36(1_5):7"% GM@’T‘Q,

1
GMy /. S\ 1 ——
Wo = \/ 7":23 (]_ — 2) = 7% GM@T() .

Zaroven ze zakladnich kinematickych vztahi vidime, Ze privodic¢ sondy mezi ¢asy t; a to
opise tihel

1 1
¢12 = UJ1<t2 — tl) -+ §€(t2 — t1)2 = 5(0.}1 + WQ)(tQ — tl) .

Zadani pozaduje, aby byl tento tihel roven hodnoté 27 N. Dostavame tedy

2¢12 4w N T’%Tg .
to —tog =1t —tg + =t —tyg+ =131vy.
N Y €) 7 AT Y

14 /15



SLEZSKA “ . .y Ny
Astronomicka UNIVERZITA Ceska astronomicka spole¢nost
olym pié da FYZIKALNI USTAV Www.astro.cz

V OPAVE olympiada.astro.cz

Finale 2023/24, kategorie CD (1. a 2. ro¢nik SS) — feSeni

h) Pro hodnoty t € (t1,ts) urcete, jak se plocha plachty musi ménit v case, aby bylo hlové zrychleni
pohybu sondy konstantni. Ve vysledné funkci S(t) by jako parametry mély vystupovat pouze obsahy
S1, 59, X a casy ty,ts.

Pro hodnoty ¢asu t € (t1,t3) pro tthlovou rychlost sondy plati

to — t t—1t
w1 +
lo — 1y to —ty

wt) =w +e(t—t) = wo .

Napiseme-li zdkon zachovani momentu hybnosti ve tvaru

mw(t)r(t)* = my/GMgro

muzeme pro polomér r(t) drahy sondy v zavislosti na ¢ase t € (t1,t) psét

tQ—t w1 t—tl W9

= +
tQ — tl \/Z:M@T’O tQ — tl \/Z:M@TO

1
to —t t—1 2
r(t) = 2 r? 4 ! ry 2 )
to — 11 to — 11
Konecné vyjadiime-li velikost momentu hybnosti pro kruhovou drahu o poloméru r(t)

sondy, ktera se pohybuje pod vlivem pritazlivé sily s efektivni gravitacni konstantou

G(1 — 51 dostavame zakon zachovani momentu hybnosti ve tvaru

m\/G(l - SS)>M®T(t) = m\/GTQrO.

Po nékolika primocarych tpravach dostavame

S()  [ta—t SN2 -t $\2]2
=5 _[tg—h(l_Z) +t2—t1(1_2> '

r(t) 2

neboli

Ulohu A navrhla Radka K¥{zov4, dlohu B navrhl Marco Souza de Joode, tlohu C navrhl Lukas Supik,
ulohu D navrhl David Koméanek, dlohu E navrhl David Bélek, tlohu F navrhl Jakub Vosmera.
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