SLEZSKA . . . Ny
A? Astronomicka UNIVERZITA Ceska astronomicka spole¢nost
=z FYZIKALNI USTAV www.astro.cz
°|ymp|ada V OPAVE

olympiada.astro.cz

Finale 2023/24, kategorie CD (1. a 2. ro¢nik SS) — feSeni
Analyza dat

Ulohy

G Cim hmotnéjsi, tim zariveéjsi

(maz. 20 bodi)

Hvézdy, které se v Hertzsprungové-Russelové diagramu nachdzeji na tzv. hlavni posloupnosti (mezi
néz patriinase Slunce), vykazuji pomérneé silnou korelaci mezi jejich hmotnosti M a zarivym vykonem
L. Tento empiricky vztah obvykle parametrizujeme jako
Loy )
Lo \My/ '
kde L a Mg jsou zarivy vykon a hmotnost Slunce. Hodnota parametru 5 mize byt typicky brana

jako konstantni pouze v rdmci jistého intervalu hodnot M. V této tloze se zamérime na urceni 3 pro
hvézdy hlavni posloupnosti, jejichz hmotnost splnuje podminku

M
—0,4 < log — 2
0,4 < OgM@ < 0,7, (2)

tedy pro hvézdy podobné nasemu Slunci.

Abychom mohli zkoumat vztah hmotnost — zarivy vykon, potrebujeme spolehlivou metodu neza-
vislého urceni obou téchto parametri pro danou hvézdu. Idedlnimi systémy pro takovouto analyzu
jsou bezdotykové zakrytové proménné hvézdy, u kterych mame k dispozici spektrofotometricka data.
V tabulce 1 méme k dispozici vysledky urceni M a L pro 24 zdkrytovych proménnych hvézd, jejichz
hmotnosti lezi v intervalu (2).

Tabulka 1: Hmotnosti a zarivé vykony vybranych hvézd hlavni posloupnosti, které jsou zaroven slozkami
bezdotykovych zakrytovych proménnych hvézd. Zdroj: Z. Eker et al., The Catalogue of Stellar Parameters
from the Detached Double-Lined Eclipsing Binaries in the Milky Way, PASA, 31, 2014.

M L M L

Mg | 1o | Mg | 1o
0,410 | 0,017 | 1,68 | 12,7
0,523 | 0,046 | 1,84 | 14,4
0,605 | 0,180 | 1,96 | 35,1
0,665 | 0,103 | 2,11 | 24,1
0,758 | 0,132 | 2,16 | 16,0
0,839 | 0,328 | 2,35 | 34,2
0,959 | 1,12 | 2,99 | 62,1
1,05 | 1,03 | 3,29 | 76,2
1,11 | 1,08 | 3,65 | 140
1,22 | 2,72 | 3,97 | 351
1,33 | 3,08 | 5,16 | 1490
1,52 | 543 | 6,27 | 1940

a) Vyneste do grafu hodnoty log % v zavislosti na log MM@'
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Obrazek 1: Graf pozorované zavislosti zarivého vykonu slozek zakrytovych dvojhvézd na jejich
hmotnosti s prolozenou primkou nejlepsiho fitu.

Viz obrazek 1.

Data vynesené do grafu nyni prolozime primkou nejlepsiho fitu. Budeme tedy hledat linearni zavislost
ve tvaru

L M
log — = Blog —

kde hodnotu parametru B urc¢ime tak, aby tato zavislost co nejlépe popisovala data vynesena v pred-
chozi tloze. K tomuto pouzijeme tzv. metodu nejmensich ctverci, jejimz vysledkem je vztah

J— O‘J}
B="%
0-11,'33

pro stredni ocekdvanou hodnotu parametru B. Oznac¢ime-li jako N celkovy pocet datovych bodi,
kterymi piimku prokladdme, potom hodnoty o,y a 0, vypocitdme jako!

N N
— _ 2
Oy =D Ty Oux =) T;,
i=1 i=1

kde (z;,y;) znac¢i soutadnice jednotlivych datovych bodu (tedy jednotlivé hodnoty log MM@ a log %)
b) Urcete hodnoty o,y a 04,.

Dostavame
Oy = 13,6, Ope = 3,26.

INotace Zfil a; vyjadiuje soucet ay +as + ...+ an.
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c) Vypoctéte stiedni o¢ekavanou hodnotu B.

Dostavame B = 4,18.
d) Urcete hodnotu parametru /3 ve vztahu (1) mezi hmotnosti a zafivym vykonem, kterd plyne z vasi

analyzy dat pro 24 zdkrytovych proménnych hvézd (v intervalu (2) hmotnosti).

Logaritmovanim vztahu hmotnost — zarivy vykon dostaneme

L M
log — = Blog ——
ogL® BOgMQ,

tedy f = B = 4,18. Celkem jsme tedy na zakladé dat pro 24 zakrytovych proménnych
hvézd urcili
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17. srpna 2017 experimenty LIGO a VIRGO detekovaly signal pochézejici z dvojice obihajicich
neutronovych hvézd zakonceny jejich kolizi. Chvili poté pozorovaly druzice Fermi a INTEGRAL
gama zablesk. Z pozorovani bylo mozné urcit pribliznou polohu zdroje na obloze, kterd pomohla
k nalezeni a nasledovnému pozorovani pozustatku po splynuti neutronovych hvézd v galaxii NGC
4993. GW170817 vedla k mnohym védeckym vysledktim, mimo jiné diky dostupnosti pozorovani po-
moci gravitacnich i elektromagnetickych vin. V této tloze na zdkladé téchto méreni udéldme odhad
Hubbleovy konstanty, ktery bude nezavisly na zebriku kosmickych vzdalenosti.

Uvazujme dvojici obihajicich neutronovych hvézd. Ozna¢me hmotnosti komponent M; a M,. Pri
studiu signalu z gravita¢nich vin zavadime parametr chirp mass M, ktery je mozné, na rozdil od
hmotnosti komponent, pfimo ur¢it z pozorovani. Plati vztah

(M1M2)3/5

M= QLT

Pro frekvenci gravitacnich vin vyzarovanych obihajicimi objekty 1ze odvodit ptiblizny vztah

1 5 8/8 1 3\ /8
I~ (256(750 —t)) (GM) ’ ()

kde t je Cas, t, ¢as kolize objekttl, G gravitacni konstanta a ¢ rychlost svétla. Clen to—t tedy vyjadiuje
cas do srazky.

a) Vykreslete graf zavislosti log f na log(ty — t). Hodnoty odectéte z grafu na obrazku 3. Grafem
prolozte linearni funkci odpovidajici logaritmu rovnice (3), staci od oka bez vypoctu. VSimnéte si, ze
sklon funkce je dany, stac¢i urcit posun. Zavislost je pouze priblizna a prestava platit pro casy blizici
se kolizi. Prokladejte tedy jen linearni casti zavislosti. Z vysledku urcete hodnotu M v jednotkach
hmotnosti Slunce.

Tabulka 2: Zmétené casy t — ty a odpovidajici frekvence f.

S e s [ 5 h |
263 |39 | 7.8 62 | -14,6] 49 | 2.0 | 86
244 (41| 52| 71 |-12,6 | 52 | -15 | 105
21,942 | 45 | 74 |-11,8 | 53 | 1,1 | 114
19,9 |44 | 3,778 |-10,9 | 55 | -0,8 | 125
18,1 |46 | 6,7 | 65 | -10,4 | 55 | -0,4 | 139
16,8 [47 | 1,998 |-93 |57 |-0,2 | 161

Z rovnice (3) plyne

L/75 N\ &\ | 3. /to—t
lng%bg[w<256> (GM) v _810g<0s )
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Obrazek 2: Graf zdvislosti log i na log .
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Obrazek 3: Spektrum signdlu pozorovaného detektorem LIGO-Livingston v zavislosti na c¢ase t a frekvenci
f, kde tg je Cas srazky neutronovych hvézd. Zdroj: Abbott et al. 2017.
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Zavislost frekvence na casu do srazky je vynesena na obrazku 2. Sklon primky je dany,
fitujeme pouze posun, dostavame hodnotu M = 1,23 M.

7 hodnoty M nemiuzeme primo urcit hmotnosti jednotlivych komponent ani celého systému. Presto
je mozné spocitat miniméalni moznou hodnotu M = M; + M.

b) Ukazte, zZe plati nasledujici nerovnost pro redukovanou hmotnost

M,y My M

= < — 4
B+, =4 (4)

Ndpovéda: Hledejte extrémy funkce 1(q), kde g = My /M.

Za hmotnost jednoho z téles dosadime do redukované hmotnosti pomoci celkové hmotnosti
M2 — M - M1

M (M — M) M? M, M? )
=M= =M\ G~ ) = Ma—a).

M=+ M= M
Hodnota ¢ € (0, 1), funkce 1(q) je parabola, protind osu z v ¢ = 0 a ¢ = 1. Extrém tedy
musi byt v ¢ = 0,5, kde p = 0,25M. Tedy p € (0;0,25M).

c) Vyjadrete vztah mezi pu, M a M. Spocitejte pomoci nerovnosti (4) minimalni moznou hmotnost
systému My, (v jednotkach hmotnosti Slunce).

Nejprve vyjadiime p pomoci M a M

M — (M Mp)*° (u(My+ Mp))*5 _ (uM)*> 3/5 )2/5
(M, + My)'/5 M1/5 MM )

a tedy
M5/3
- M?2/3 "
Nyni vyuzijeme nerovnosti z predchozi ¢asti, do které dosadime za pu

1

5/3

M 5/3 5/3

Nerovnost nyni umocnime
M > 43PM = My, = 2,8 M, .

Dostavame priblizné dvojnasobek Chandrasekharovy meze, coz je rozumné hodnota hmot-
nosti dvou neutronovych hveézd.

6/8



SLEZSKA

Astronomicka UNIVERZITA Ceska astronomicka spoleénost
olympiéda FYZIKALNI USTAV Www.astro.cz

V OPAVE olympiada.astro.cz

Finale 2023/24, kategorie CD (1. a 2. ro¢nik SS) — feSeni

Detektory gravitac¢nich vin méri takzvany gravitacni strain h. Jedna se o bezrozmérné cislo, které
priblizné odpovida zméné vlastni vzdalenosti pii priuchodu gravitacni viny. Hodnota h klesa neprimo
umérné prvni mocniné vzdélenosti od zdroje. Za predpokladu, ze maji neutronové hvézdy podobnou
hmotnost, zavisi detekovany vykon gravitacnich vin obihajicich téles pouze na frekvenci, vzdéalenosti
k objektu a h. Pak lze odvodit ptiblizny vztah pro vzdalenost systému od pozorovatele

10721 / Hz
d ~ 45 Gpc - 5
pC hmax (fmax) 7 ( )

kde frax je maximalni zmérend frekvence a hp,., maximalni strain zméreny pred kolizi.

d) Urcete vzdéalenost k GW170817 v Mpc. Maximaln{ frekvenci fiax odectéte z obrazku 3. V obrazku
4 je casova zavislost signalu na detektoru LIGO, kterou pouzijte k urcéeni hy.y.

7, obrazku 3 odecteme maximalni frekvenci f,.x = 180 Hz a z obrazku 4 maximéalni strain
hamax = 6,5 - 1072, Dosazenim do rovnice 5 dostaneme vzdélenost d = 38 Mpc.

8x10721 |

4x10721 - ﬂ -
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Obrazek 4: Gravitac¢ni strain A méreny detektorem LIGO-Livingston v zavislosti na case t, kde tg je cas
srazky neutronovych hvézd. Ze surovych dat byly vybrané pouze frekvence odpovidajici signalu obihajicich
téles.

Z polohy GW170817 vime, ze k udélosti doslo v galaxii NGC 4993, ktera se v dobé pozorovani
vzdalovala vici Zemi rychlosti v = 2987 km - s™1.
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e) Urcete aktudlni hodnotu Hubbleova parametru (,,Hubbleovy konstanty“) pomoci rychlosti v a vzda-
lenosti d. Vysledek zapiste v km - s~' - Mpc ™'

Rychlost v je rfadoveé nizsi nez rychlost svétla, muzeme pouzit Hubbletuv zakon ve tvaru
(N Hod .

Nyni jiz snadno vyjadiime
Hy~ 78km s *-Mpc'.

Ulohu G navrhl Jakub Vosmera, tlohu H navrhl David Komének.

8/8



