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Teoreticka cast

Kratké ulohy
A Maly pes
(maz. 10 bodi)

Vypoctéte absolutni bolometrickou hvézdnou velikost My, (v mag) a polomér R Siria B (v nasobcich
poloméru Zemé Rg). Jednd se o bilého trpaslika typu DA2 s vizualni hvézdnou velikosti my = 8,4 mag
a efektivni teplotou 7' = 26 000 K. Paralaxa Siria je 7 = 380 mas. Bolometrickd korekce pro bilé
trpasliky daného typu je BC' = —3,0 mag.

7 Pogsonovy rovnice mame

™

Mbolzmv—l—5+5log —I—BO

arcsec

Ciselné Mo = 8,3mag. Z dalsi Pogsonovy rovnice dostavame

L L
Myor — Moo = —2,5log . L. 107 04 Moo= Moot.c)
® ©

kde My, je absolutni bolometricka hvézdna velikost Slunce a L, resp. L, je zafivy vykon
Siria B, resp. Slunce. Ze Stefanova-Boltzmannova zékona L = 47 R?0cT* pak méame

| Lo
R = 10_012(]V[b01_Mb01,®) )
AroT*

Ciselné R = 1,1Rg,.

B Navstévnik
(maz. 10 bod)

Vypoctéte velikost vy, rychlosti (v km - s71) interstelarniho objektu 11/’Oumuamua poté, co opusti
slune¢ni soustavu, vite-li, ze perihelem ve vzdalenosti r, = 0,255 au prolétl rychlosti v, = 87,7km - s~
Jakd je mald poloosa b jeho drahy (kolmd vzdalenost od Slunce k asymptoté) v au?

Celkovou mechanickou energii E,, objektu (na jednotku jeho hmotnosti) v okamziku pru-
letu perihelem vyjadiime jako
I 1, GMg

pzivp— - .
1%

Po opusténi sluneéni soustavy je potencialni energie objektu nulova. Odpovidajici celkova
mechanicka energie tedy splnuje F, = %Ugo Ze zékona zachovani energie mame E,, = E,
tedy

GMy 1,

— 2
= = :> v, e v
00 o p
Tp 2

2G M,

Tp

1
51)12)— =927km-s'.

Ze zdkona zachovani momentu hybnosti mame bvo, = rpvp, tedy b= 1p0,/vs. Ciselné
b= 0,83 au.
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C ZAarivé Slunce

(maz. 10 bodi)

Jakého maximalniho zarivého vykonu L muize Slunce béhem svého zZivota dosdhnout, aniz by zacalo
prekotné odhazovat své vnéjsi vrstvy (staci fadovy odhad v nasobcich Lg)? Interakei zéreni s latkou
ve fotosféfe modelujte jako pruzné srazky fotont s objekty o hmotnosti m, = 1,67-107?" kg s i¢innym
priffezem o = 6,65 - 1072 m?. Postupny pokles hmotnosti Slunce pro jednoduchost zanedbejte.

Slunce si udrzi své vnéjsi vrstvy za predpokladu, ze tlakova sila, kterou zareni ptisobi na
latku ve fotosfére, neni vétsi nez gravitacni sila. Jelikoz interakci modelujeme jako pruzné
srazky! dostavame pro silu Fl.q, kterou piisobi zafeni na jeden objekt s ti¢innym priifezem
ot ve vzdélenosti R od stfedu Slunce, vztah (za pouziti disperzni relace E = pc pro
foton)

Ap 1AE 1L oT

At ¢ At c4TRE’

Porovnénim s gravitacni silou GMgm,/R% dostdvdme pro limitni hodnotu zéfivého vy-
konu

Frad -

_ ArGMgmye
= p.

L ~ 10*Lg .

Jedna se o tzv. Eddingtonovu mez. Slunce se této mezi priblizi ve fazi tzv. asymptotické
vétve obri, kdy jeho zafivy vykon dosdhne iddové 103 L, (zde musime pocitat s viraznym
ubytkem hmotnosti Slunce, a tedy i s nizsi Eddingtonovou mezi).

D Pions in the air

(maz. 10 bodi)

Neutralni pion 7° je nestabilni ¢astice o klidové hmotnosti my = 135,0 MeV /c? a stfedni dobé Zivota
7 = 8,4-10717s. Rozpad4 se na dva fotony dle rovnice 7% — ~ + v. Uvazujme konkrétn{ pion, ktery
vznikl pri interakci ¢astic kosmického zareni v atmosfére. V soustavé pozorovatele na povrchu Zemé
ma tento pion energii £ = 1,00 GeV. Zanedbejte interakci pionu s ¢asticemi v atmosfére.

a) V soustavé pozorovatele urcete velikost v rychlosti (v ndsobcich ¢) pionu a jeho stfedni drahu /.

Vyjdeme z relativistického vztahu energii

Pro velikost rychlosti tedy mame

2 4
v=ey1— "2 =0,991c.

'Fotony zafeni interaguji pfedevsim s elektrony, a to skrze Thomsontv Géinny prifez or. AvSak jakikoli lokalni
odchylka od neutrality je okamzité kompenzovana coulombovskou silou mezi elektrony a protony, takze celkovou
interakci lze efektivné modelovat jako srazky s i¢innym prifezem o1 fotont s elektron-protonovymi pary o hmotnosti
my, (mp > me, kde mp, resp. me je hmotnost protonu, resp. elektronu).
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Pro stredni délku zivota v soustavé pozorovatele plati

T , E

T = =T

1 -2 moc?
(&

Pro stfedni drahu pionu tedy dostavame | = v7 = v7/(E/moc?) = 1,85 - 107" m.

b) Vypoctéte maximélni rozdil AE energii fotont v soustavé pozorovatele (v GeV).

Nejvétsi rozdil energii nastane, pokud se jeden z fotontt bude pohybovat v ptivodnim
sméru letu pionu (znac¢ime indexem 1) a druhy poleti proti (znac¢ime indexem 2). Ze
zakona zachovani energie dostavame pro energii jednotlivych fotont v klidové soustave
pionu E' = mqgc?/2. Ze vztahu pro relativisticky Dopplertiv posuv pak pro rozdil energi
téchto fotonli v soustavé pozorovatele dostaneme

1 —
AE:El—E2:2m0C2<\/C+U—\/C U):UE: Ez—m(%c4.

c— c+v

Ciselné méme AE = 0,991 GeV.
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Dlouhé ulohy

E Fotografie stint

(maz. 20 bodi)

Fotograf na neznamém misté na Zemi umistil sviij fotoaparat primo nad vertikalni ty¢ o vysce
H = 1m tak, aby snimal ty¢ a jeji okoli. Jakmile se Slunce nachazelo na jiznim oblouku merididnu,
poridil prvni snimek tyce a jejiho stinu. Poté poridil dalsi t¥i fotografie vzdy v intervalu 6 h. Slozenim
téchto 4 snimki vznikl obrazec, jehoz schematické znazornéni vidime na obr. 1.

N

dy

w e E
................... \.....}.;3.2

d4 d2

ds

B
S Obrazek 2: Sféricky trojuhelnik.

Obrazek 1: Slozené ctyri fotografie stinii vertikalni
tyCe (pohled shora, schematicky).

Fotograf zmétil délku nejkratsiho a nejdelsiho stinu jako d; = 2m, d3 = 5m. V nésledujicich vy-
poctech predpokladejte, ze Zemé obiha kolem Slunce po kruhové draze s periodou T, = 365,24 d,
ze jarni rovnodennost nastala 21. 3., Ze deklinace Slunce se béhem dne neméni a Ze sklon svétového
rovniku vici ekliptice je € = 23,44°. Atmosférickou refrakci a zaktiveni povrchu Zemé neuvazujte.

a) Vypoctéte vysku hq, resp. hs Slunce nad obzorem, kdyz byl stin nejkratsi, resp. nejdelsi.

Slunecni paprsky dopadaji na zemsky povrch tak, ze thel mezi povrchem Zemé a smérem
paprsku je stejny jako vyska Slunce nad obzorem. Nejkratsi stin tedy znamena horni
kulminaci Slunce, nejdelsi stin znamend dolni kulminaci. Z pravouhlych trojihenika tedy
mame

H
hy = arctg 7 = 26°34",
1

H
hs = arctg — = 11°19’.
ds
b) Vypoctéte deklinaci Slunce dg a zemépisnou sitku ¢ mista, kde se fotograf nachazi.
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Protoze horni a dolni kulminace Slunce probéhla kazda nad opacnou svétovou stranou,
muzeme psat
180° — hy — hg = 2(90° — d5) ,

a tedy

B+ by

5o = 18°56'.

Pro zemépisnou sitku ¢ potom piseme

hi — hy

¢ =90° — 0o + hy = 90° — — 82°22' .

c) Vypoctéte délky dy a dy zbyvajicich dvou stint obrazce (v m).

Ze sférického trojihelniku severni svétovy pol — zenit — Slunce (tzv. nauticky trojtihelnik)
pro hodinovy thel Slunce t =t = 6 h nebo t = t4, = 18 h dostavame

sin ho = sin hy = sin ¢ sin d ,

¢iselné hy = hy = 18°46’. Mame tedy

d.4

= =294m.
tghoy

d) Urcete velikosti thlu 5y a S4.

Z nautického trojtihelniku pro ¢ =t = 6 h mame (azimut méfime od jihu v matematicky
zaporném sméru)

cos hg sin Ay = cos g .
Ciselné Ay = 92°36'. Mame tedy By = 54 = 2°36'.
e) Urcete den v roce, kdy byla fotografie pofizena.
Ze sférického trojihelniku Slunce — jarni bod — severni svétovy pél mame
sin d, (7) = sine sinwe T,

kde we = 27/Tx a ¢as 7 méfime od jarni rovnodennosti. Ciselnd vychazi dvé reSeni:
71 = 55,56d, o = 127,2d. To odpovida 15. kvétnu a 26. ¢ervenci.

f) Prezentujte stru¢ny argument, kterym dokézete, ze pro obecnou deklinaci Slunce d a zemépisnou
sitku ¢ opisuje na zemi Spicka stinu kuzelosecku.

JelikoZ se Slunce na obloze béhem dne pohybuje po (obecné vedlejsi) kruznici, opisuje
paprsek spojujici Slunce a Spicku tyce plast kuzele. Krivku, kterou spicka stinu vykresli
na zemi, dostaneme tak, ze tento kuzel protneme rovinou horizontu v misté paty tyce.
Jedna se tedy skutecné o kuzelosecku.
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g) Napiste podminky pro s a ¢, aby Spicka stinu vykreslovala elipsu, parabolu nebo hyperbolu.

Nejdrive musime zajistit, aby Slunce vibec vyslo. Toho docilime podminkou |65 — ¢| < 90°.
Z podminky, aby Slunce nezapadalo, dostavame [ + ¢| > 90° pro elipsu. Pro parabolu
méme |d + @| = 90°, pro hyperbolu pak |§ + @| < 90°.

h) Napiste podminku pro ds, aby se $picka stinu pro libovolné ¢ pohybovala po piimce. Vyjadrete
vzdalenost b této primky od tyce pomoci H a ¢.

Situace, kdy stin vykresluje na zemi piimku, nastava v (degenerovaném) pripadé, kdy
vrcholovy thel kuzele paprski spojujicich Slunce a spicku tyce je 180°. Potfebujeme tedy,
aby se Slunce na obloze pohybovalo po hlavni kruznici, tedy 6, = 0°. Spicka stinu se
tedy pohybuje po piimce pfi rovnodennosti. Z prichodu Slunce meridianem dostavame

b= Hltg|.

Ndpovéda: ve sférickém trojuhelniku (obr. 2) plati sinovd véta sina/sina = sin b/ sin 5 = sin ¢/ sin~y
a kosinova véta cosc = cosa cos b+ sin a sin b cos .

F Skalovy faktor

(maz. 20 bod)
V této tloze budeme zkoumat rizné aspekty vyvoje vesmiru od ranych fazi az po soucasnost (kterou
ozna¢me jako Cas tp). Rozpinani vesmiru popisujeme tzv. skdlovgm faktorem a(t): jedna se o podil
kosmologickych vzdalenosti v ¢ase ¢ vici jejich soucasnym hodnotam (tedy ag = a(ty) = 1).

Predpokladejte, ze podily Qm = pm/pc, e = pr/pe, resp. Qp = pa/pe hustoty hmoty pp,, zareni
pPr, Tesp. temné energie pa na kritické hustoté p. jsou v soucasnosti ddny hodnotami 2, o = 0,308 9,
Qo =9,236 - 1072, resp. Qo = 0,691 1, Ze soucasnd hodnota Hubbleova(-Lemaitrova) parametru je
Hy=67,7km -s™1 - Mpc™! a Ze soucasna teplota reliktniho zafeni je Ty = 2,73 K.
Déle predpokladejte, ze v obecné fazi vyvoje vesmiru (dané skalovym faktorem a) plati nasledujici:
e hustoty hmoty, zafeni, resp. temné energie jsou ddny vztahy py(a) = pmoa™2, p:(a) = proa™,
resp. pa(a) = pao, kde pmo, pro, pao jsou hustoty jednotlivich komponent v soucasnosti t,

e tzv. kritickd hustota p.(a) a Hubbleuv parametr H(a) jsou svazany vztahem p.(a) = 3’;522,

e celkova hustota latky ve vesmiru je rovna kritické hustoté (nas vesmir je plochy), takze

H(a) = Ho\/Qm70a73 + Qr70a*4 + QA70 .

a) Vypoctéte hodnoty ay, resp. as skalového faktoru pri rekombinaci, resp. na zac¢dtku obdobi re-
ionizace. Teplota reliktniho zafeni v dobé rekombinace byla 7] = 3000 K, zatimco cerveny posuv
odpovidajici zacatku reionizace je z4 = 20.

Mame
T,
a; = Ti = 10,0009,
= = 0,0476
“ 1+Z¢ ’
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b) Urcete hodnoty .., resp. ap, Skdlového faktoru v okamziku rovnosti hustot zéfeni a hmoty,
resp. hmoty a temné energie.

Z podminek py, 0a53 = proazt, 1esp. pmodns, = pao dostéviame

0o .
mer = = 0,000 3,
¢ Qm70
Q. \3
m,0 .
ApAm = : = 0,7646.
* (QA0>

c) Urcete hodnoty a,, resp. a, skélového faktoru takové, aby platilo Q.(a) < 0,01 pro a > a,, resp.
Qa(a) < 0,01 pro a < ap. Porovnejte s hodnotami ay, a4 & Gy, GA-m-

Dosazenim do defini¢nich vztaht dostavame podminky

Q
0,01 = ! :
Qm,OaA + Qr,OaA + QA,O
Q. oat
0,01 = 0%

Qm,OCLr_3 + Qr,Oa/r_4 + QA,O

Reseni z, resp. y téchto rovnic (v nichz zname vSechny koeficienty numericky) pro aj,
resp. a, muzeme bud uhadnout a ovérit na kalkulac¢ce, nebo ho urcit pomoci iterativnich
schemat

n+1 (999AO - rOx )/QmO y
Yn+1 = (9991‘,0 - QA,Oyn)/Qm,O )

s vychozimi hodnotami zy = 1, resp. yo = 0. Dostavame pak a, = 0,165, a, = 0,030.
Protoze méme a; < a,, aj < ap a a; ~ ano, vidime, Ze v obdobi rekombinace byly
pro vyvoj skalového faktoru dilezité pouze zareni a hmota. Na zac¢atku reionizace mame
ar > ar, ay < ayp, takze vyvoj skalového faktoru byl urcovan pouze hmotou.

Pro a > a, mizeme pro jednoduchost predpoklddat, ze vesmir obsahuje pouze hmotu a temnou
energii. Lze odvodit, ze skalovy faktor je za téchto podminek velmi dobte popsan vztahem

a(t) =

0 3
m,0 sinh (3 QA 0H0t>] . (@)
QAO

d) Vywzijte vztah (Q) k odhadu soucasného stari vesmiru ty. Vysledek udejte v miliardéch let.

Z podminky a(ty) =1 dostavame

2 _ Q
ty = §H519A71()/2argsinh % = 13,8Gyr.

m,0

Neuvazujeme pritom odlisné chovani skalového faktoru pro a < a,. Jedna se o velmi dobré
priblizeni, nebot a, < 1.
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e) Ukaite, 7e pro a > ap., plati a(t) ~ Crefl>=!, zatimco pro a < ap., plati a(t) ~ Cot?. Vyjadiete
Cy, Cy, pa Hy pomoci 0, Qa0 a Hp.

Je ztejmé ze vztahu (Q) (funkce sinh z je monoténni), Ze rezim a > ay_, odpovida rezimu
Q}\{(Q)Hot > 1, pro ktery mame

. 3 1 3
sinh (2 QA70H0t> ~ iexp (2 QA70H0t> .

.l
Odtud méame C; = (ﬁ;‘;\%) *a Hy = /Qa0Hp. Pro a < aj_, mame QXSHOt < 1, a tedy

3 3
sinh <2 ngHot) =~ § QmoHot.

Wi

2

Odtud mame Cy = (§ Qm70H0> ap=3.

2
Napovéda: Definujeme sinh x = (e* — e™*)/2. Mize se vam hodit, Ze pro z < 1 plati
T 1 2
ef~l+ax+=-2".
2
f) Popiste fyzikdln{ interpretaci veli¢iny H,, a spoc¢téte jeji ¢iselnou hodnotu (v km -s=% - Mpc™1)

Veli¢ina H., udava hodnotu Hubbleova parametru pro Q/l\/ gHot > 1. Ciselné dostaneme
H,, =56,3km-s~!-Mpct
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