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Kratké ulohy
A Slunecni palivo

(maz. 10 bod)
Julius Mayer (1814-1878), jeden z prikopniku zdkona zachovani energie, ve své dobé postuloval, Ze
Slunce ziskava svou zarivou energii z neustalého pohlcovani planetek a komet.

a) Radové odhadnéte kolik typickych téles (pro jednoduchost piedpokladejme jejich rozmér ~ 1 km?)
vyskytujicich se v Oortové oblaku by za jednu sekundu muselo dopadnout na Slune¢ni povrch, aby
se takto vygeneroval jeji zarivy vykon.

Jednd se o Fermiho tlohu na odhad tudiz postup neni zasadni. Spise hodnotime pouzité
klicové znalosti vstupujici do odhadu: hmotnost 2 - 103 kg, polomér 7 - 108m a zafivy
vykon Slunce 4 - 10%6 W,

Vzdalenost Oortova mracna povazujeme za nekonecnou a tedy gravitacni energie uvolnéna
padem télesa na povrch Slunce je fadove

M
E:GRiQ-mHJ-kg_l.

Objekty v Oortové mra¢nu jsou vétsinou tvoreny zmrzlou vodou, tedy 1km?® mé pFiblizné
hmotnost 102 kg. K vysvétleni Sluneéni luminozity je tedy potieba fadové 2000 dopadi
za sekundu.

b) R4dové také odhadnéte jak dlouho by timto zpiisobem mohlo byt Slunce energicky zasobeno.

Hmotnost Oortova oblaku se odhaduje na 100 hmotnosti Zemé. Toto slunec¢ni palivo by
proto vydrzelo radové 10000 let, nez by se oblak zcela vycerpal.

B Zorné pole

(maz. 10 bodu)
Urcete prumér d zorného pole dalekohledu (v thlovych stupnich), vime-li, ze Polarce (o UMi, rek-
tascenze o = 2" 31™49%, deklinace § = 89° 15’ 51”) trvalo piesné t = 6h, neZ se ze stfedu zorného
pole dostala na jeho okraj. Dalekohled je usazen na nemotorizované montazi.

Je zrejmé, ze zorné pole dalekohledu zabira velmi malou ¢ast oblohy, mtizeme tedy s
dobrou pfesnosti pouzivat rovinnou geometrii. Nejdiive uvazujme kruznici X se stfedem
N ve sméru severniho svétového pélu o poloméru p = 90° — § = 44’9”. Toto je mnozina
bod1, které Polarka vykresluje na obloze béhem jednoho dne. Déle zkonstruujeme kruznici
S o poloméru r = d/2 < 2p se stfedem C na obvodu kruznice 3. Ze zadani je potom
zrejmé, ze uhel mezi polomérem kruznice ¥ vedenym do bodu C a polomérem kruznice
Y vedenym do jednoho z prusecika kruznic S a ¥ je presné t. Zaroven vidime, ze plati

t
7’:2psin§:\/§p,

a tedy d = 2v/2p = 2,1°.
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C Dvojhvézda 1

(maz. 10 bodi)
Dvojhvézda ma roc¢ni paralaxu 7 = 0,06”. Obé jeji slozky jsou identické a maji efektivni povrchovou
teplotu 7" = 7000 K. Jaké je minimalni vzdalenost slozek od sebe (v au), aby je bylo mozné rozlisit
na snimcich porizenych optickym dalekohledem s priimérem objektivu 8 cm? Uvazujte, ze dalekohled
je vybaven snimacem s uniformni spektralni odezvou, tedy ze ma stejnou citlivost na vsech vinovych
délkach v optickém oboru. Jaky by musel mit takovyto dalekohled priimeér, aby dokézal obé hvézdy
ukazat jako kotoucky (a ne jako bodové zdroje), vime-li, ze dvojhvézdu na obloze pozorujeme jako
objekt s hvézdnou velikosti m = 5,0 mag? Kotoucek povazujeme za rozliseny, pokud ho dokazeme
zobrazit s rozlisSenim alespon 4 x 4 pixely. Bolometrickou korekci a mezihvézdnou extinkci zanedbejte.

Nejprve vypocteme minimélni tthlovou vzdalenost mezi slozkami. Z Wienova zakona ur-
¢ime vinovou délku maxima vyzarovani obou slozek

\ b
max T N
Potom pro rozlisSovaci schopnost plati (pti uniformni spektralni odezvé detektoru je pro
urceni rozliSovaci schopnosti relevantni pravé Wienovo maximum)

1,22 Amax
D .

Dvojhvézda ma roc¢ni paralaxu m = 0,067, tedy jedna au ve vzdalenosti této dvojhvézdy
je vidét pod tthlem 7 = 0,06”. Potom pro vzdalenost slozek od sebe v au dostaneme

60  1,22)\

d= 7 DEfAmax
T D

a tedy d = 21,7au. Aby bylo mozné slozky dvojhvézdy od sebe rozlisit danym dalekohle-

dem, museji byt od sebe daleko alespon 21,7 au.

sinf ~ 0 =

Dale spoc¢teme absolutni hvézdnou velikost systému M. Z Pogsonovy rovnice mame
M =m+5+5logm = 3,9mag.
7 Pogsonovy rovnice rovnéz piseme

2LO _ 107074(M7AI@)L®

Y

kde M, = 4,74 mag je absolutni hvézdna velikost Slunce, L je zativy vykon Slunce a
Ly je zarivy vykon jedné slozky dvojhvézdy. Ten mizeme ze Stefanova—Boltzmannova
zakona napsat jako

Lo = 4t R*eT*,

kde R je polomér slozky. Primeér tedy lze vyjadrit jako

Lo \/10—0,4(m+5+510g7r—M@)L®
2R = = = 0.,0066 au .
\/47TUT4 SroT4 ’ at

Abychom ale dokazali kotoucek zobrazit s rozliSenim alespon 4 x 4 pixely, musime byt
schopni od sebe rozlisit na povrchu hvézdy sva body vzdalené ne oe cely pimér 2R, ale
o jeho ¢tvrtinu R/2. Pomoci vysledku predchozi ¢asti tlohy tedy trojélenkou dostavame,
ze hypoteticky dalekohled, ktery by ukazal jednotlivé slozky jako kotoucky, by musel mit
v pruméru ptiblizné 1050 m.
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D Neznamé misto

(maz. 10 bodi)

Pozorovatel na neznamém misté na Zemi spattil ve 23:00 pasmového casu hvézdu, ktera se nachazela
presné v zenitu. Nasledujici den opét ve 23:00 pasmového casu si vsiml, ze se zenitova vzdalenost
této hvézdy zménila na z = 0,8°. Urcete zemépisnou Sitku ¢ pozorovatele.

Prochézi-li dand hvézda kdykoli béhem dne zenitem, musi byt jeji deklinace rovna § = .
Vyjdeme ze sférického trojihelniku PHZ, kde P znaci svétovy pol, H znaci polohu hvézdy
druhy den pozorovani a Z znaci zenit. V tomto trojuhelniku mame vzdélenosti |PH| =
90° — § = 90° — ¢ a |PZ| = 90° — ¢ a rovnéz zname velikost thlu ZPH, totiz

w = |<ZPH| = 24" — 23"56™4° = 3,932™ = 58,98’ .
Také zndme vzdalenost |ZH| = z = 0,8°. Ze sférické kosinové véty
cos |ZH| = cos |PZ| cos |PH| + sin |PZ| sin |PH| cos |[<ZPH|,
tedy dostavame vztah

cos z = sin? ¢ + cos® pcosw = 1 + cos® p(cosw — 1).

1 —cosz z
cosp =/ —— ~ —,
1 — cosw w

kde v poslednim kroku jsme vyuzili faktu, ze z,w < 1 (vyjddfeno v radidnech) a Ze
cosw ~ 1 — x%/2 pro x < 1. Ciselné dostaneme o = 35,5°.

Odtud muzeme konecné psat

Poznamka: Jelikoz, uhly w a z jsou velmi malé, je mozné ulohu 1esit i za pouZiti aproxi-
mace, kdy stranu HZ trojuhelnika PHZ nebereme jako oblouk hlavni kruznice, nybrz jako
oblouk wvedlejsi kruznice konstantni deklinace. Takovito trojuhelnik pak neni sféricky a
identifikace |ZH| =~ z plati pouze priblizné pro malé hodnoty z. V takovémto trojihelniku
pak jednoduse mdme

|ZH| = wcos ¢
a tedy
[ZH[ _ =
Cosp = —— ~ —,
7 W w
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E Dvojhvézda 11

(maz. 20 bodi)

Vizudlni dvojhvézda (rektascenze o = 19" 12™ 33%, deklinace § = 34°52'2"), kterd lezi v nezndmé
vzdalenosti d od Zemé, sestava ze dvou identickych slozek o neznamych hmotnostech My = My = M.
7. dlouhodobych astrometrickych pozorovani plyne, ze hvézdy obihaji kolem spolecného hmotného

sttedu s periodou P = 1,2y po kruhové dréze, jejiz polomér r se astronomtm na Zemi jevi pod
thlem p = 0,01".

Dne 10. dubna 2021 ve 12:00 SELC byl u jedné ze slozek naméien vlastni pohyb p, = 0,003% -y~
v rektascenzi a pus = 0,03” - y~! v deklinaci. V tentyz okamzik byla za pomoci spektroskopického
pozorovani zmétrena vinova délka ¢ary H, ve spektru této slozky A = 656,26 nm, pricemz laboratorni
vlnova délka ¢ary H® ¢ini Ay = 656,28 nm.

Vlastni pohyb hmotného stfedu dvojhvézdy a vliv ro¢ni paralaxy v této tloze neuvazujeme.

1

a) Vypoctéte Ciselné velikost v, radidlni rychlosti slozky v km - s~ v okamziku méfeni.

Oznacme AN = |\ — \g|. Z Dopplerova jevu vime, Ze v, = cAN/)\. Ciselné dostévame
vy =9, 14km - s~ !,

b) Vypoctéte ¢iselné vlastni pohyb u slozky na zemské obloze v tthlovych vtefinach za rok v okamzik
meéreni.

Plati = \/p2 cos? 0 + p2, kde jo a 5 dosazujeme ve stejnych jednotkach. Ciselné do-
stdvame p = 0,05” - y~1.

c) Najdéte obecny vztah svazujici veli¢iny d, p, P, p a v,. Pomtuze vam, kdyz si nejdiive riznymi
zpusoby vyjadrite velikost v rychlosti slozek vzhledem k hmotnému stfedu dvojhvézdy.

Pro velikost v rychlosti slozek vzhledem k hmotnému stiedu dvojhvézdy plati v = /02 + p2d?
a zaroven v = 2nr/P = 2wpd/P. Mame tedy 2mpd/P = \/v? + p?d? nebo také

v (2@)2_“;
d P

d) Urcete ciselné vzdalenost d dvojhvézdy od Zemé v pe.
7 predchozich ¢asti mizeme vyjadrit

d=

Ciselné mame d = 88 pc.
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e) Urcete hmotnost M kazdé slozky v jednotkdch hmotnosti Slunce.

Ze 3. Keplerova zakona mame

2GM  8r®  8p’d?
4wz P2 p2

neboli
_ 16p°dPn?

M GP?

Ciselné mame M = 1,9Msg.

F Opozice Marsu

(maz. 20 bodi)

Pozndamka: Podulohy e) a f) muzete fesit bez dalsi bodové penalizace, i pokud se vam nepovedlo
vytesit podulohy a) az d).

V této tloze se budeme vénovat detailnimu popisu ¢asové zavislosti pohybu téles po elipse. Na obrazku
1 vidite obecnou eliptickou drahu s excentricitou e s vyznacenou planetou (¢erny puntik). Slunce se
nachézi v ohnisku F}. Plocha srafované casti v zavislosti na s je

b 2
S| = @ arccos.i _ 3 1— (8>
2 a a a

Vzdalenost s je kladna v kladném sméru osy z a zdpornd v opacném smeéru (takze pro situaci na

Obrazek 1

obrazku 1 plati s < 0).

a) Vyjadrete plochu S opsanou spojnici Slunce—planeta od okamziku, kdy planeta prosla perihéliem,
pomoci veli¢in a, b, s a e.
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Plochu opsanou privodicem zjistime tak, ze k plose S; pricteme obsah trojihelniku S5
(viz obrazek 2)

1
Sy = 5(3 —ea)h,

a tedy
s

So = ;(s —ea)by/1 — ()2

a

Stale zachovavame znaménkovou konvenci u velic¢iny s. VSimnéte si, ze pokud s < ea, pak
plocha Sy vyjde zaporné a vlastné ji odec¢itdme. Plocha S opsand privodi¢em (Srafovand
plocha) je

S =5 +5s,

takze dosazenim dostavame

ab s s 5\ 2 1 5\ 2
- v ot (2 “(s— 1-(2
S 5 (arccosa " <a> ) —1—2(3 ea)b (a) :
2
S:ab<arccoss—e 1—<S>).
2 a a

Predpokladejme, Ze planeta obihd Slunce s periodou T a od pruchodu perihéliem ubéhl ¢as t. Pri
popisu polohy na elipse se objevuji tfi thly, kterym se k& jim anomalie. Stfedni anomalie M je
uhel, ktery by planeta urazila za ¢as t pohybujic se po kruhové draze konstantni tihlovou rychlosti
w=2m/T.

a tedy

vvvvvv

stfedem v pocatku a dale sestrojme rovnobézku s osou y prochézejici planetou. Kruznice a rovnobézka
se protinaji ve spole¢ném pruseciku. Excentrickd anomalie E je potom tuhel perihélium—stied elipsy—
prusecik.

Prava anomalie v je thel perihélium—Slunce—planeta. Excentrickd anomalie E a prava anomalie v
jsou zakresleny v obrazku 3.

b) Vyjadiete vysledek pro plochu S a podilohy a) pomoci veli¢in a, b, e a E.
Pro excentrickou anomalii plati (viz obrazek 2)

s
cosE = —.
a

Dosadime do vztahu, ktery nam vysel v predchozi poduloze

S = &26 (arccos(cos E) —eV1 — cos? E) :

a tedy
ab

S = 5 (E—esinkE).
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Obrazek 2
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y

Obrazek 3

c¢) S pomoci vysledku z podiloh a) a b) a druhého Keplerova zdkona odvodte Keplerovu rovnici
M=F—esink.
Stredni anomalie M je thel, jaky by planeta urazila za cas t, kdyby se pohybovala po
kruznici rovnomérné tihlovou rychlosti w = 27 /7', kde T' je obézna doba planety

27t
M=wt=—.
wtE T

V pripadé, ze by kruznice méla polomér v/ ab, pruvodi¢ planety by za cas t opsal plochu

2 M ab
Pro pohyb planety po elipse plati, ze plocha opsana privodi¢em za jednotku casu je
konstantni (druhy Kepleruv zikon). Takze opsand plocha bude stejna, at uz se planeta
pohybuje po elipse s poloosami a a b nebo po kruznici s polomérem ab, takze

S = Sk7
odkud dostavame ; 5
iy y g a—(E —esinF),
2 2

a tedy
M=F—esink.
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d) Odvodte vztah

cosv +e
cosk) = ——,
1+ ecosv

mezi excentrickou anomalii £ a pravou anomalii v. Bude se vam k tomu hodit vztah

) a(l —e?)
riy) = —=~
1+ ecosv

udavajici velikost pruvodice r(v) jako funkei pravé anomalie v.
Z trojuhelniku v obrazku 2 vyplyva

S —ea

=cosv,
r

kde r je vzdélenost planety od Slunce. Rovnici mtuzeme dale upravit do tvaru

a(cos E — e)

Cos vV

:’]"’

kde jsme vyuzili s/a = cos E, coz také muzete vidét v obrazku 2. Rovnice elipsy v
polarnich soutadnicich s ohniskem v pocatku je

~a(l—e?)
 14ecosp’

Souradnicovy thel ¢ je totozny s pravou anomalii v. Takze miizeme napsat

a(l—e€*)  a(cosE —e) '

1+ ecosv COS V

Odtud poté postupnymi upravami dostaneme
cosv+e=cosFE +ecosvcosE.

Vztah mezi excentrickou anomalii a pravou anomalii potom je

cosv +e
cosH = ———,
1+ ecosv
nebo
cosE —e
cosy = ———— .
1—ecosFE

Jelikoz stfedni anomédlie M zavisi na ¢ase t jednoduse jako M (t) = 2nt/T a vysledky uloh c) a d)
nam davaji metodu vypoctu pravé anomalie v na zakladé znalosti stfedni anomalie, miizeme nyni v
principu zrekonstruovat ¢asovou zavislost v(t) pravé anomadlie a pomoci vztahu (1) rovnéz ¢asovou
zavislost r(t) velikosti pruvodice.

Jediny problém v tomto postupu nastava pri vypoctu excentrické anomaélie ze stfedni anomélie, pro-
toze Keplerova rovnice neumoznuje vyjadrit £ jako funkei M v uzavieném tvaru. Pro danou hodnotu
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M ale muzeme vzdy Keplerovu rovnici vyresit pro F numericky nasledujicim postupem. Nejprve kva-
lifikované zvolime pocateéni odhad E; feseni. Presnéjsi odhad Es potom ziskame z Keplerovy rovnice
jako Fy = M + esin E;. Opakovanim tohoto postupu ziskame sérii stale presnéjsich odhadt F,,, kde

E,.1=M+esink,.
Ve chvili, kdy se jiz po sobé nasledujici odhady budou lisit méné, nez je pozadovana presnost vysledku,
muzeme vzit findlni odhad jako feseni Keplerovy rovnice.
Tuto metodu si nyni vyzkousime na prikladu opozice Marsu, kterd nastala v noci 14.-15. 10. 2020.
e) V této podiloze nejprve uvazujte, ze drahy Marsu i Zemé jsou kruhové. V ktery den (¢ noc)

nastane dalsi opozice?

Synodickou periodu Marsu P vypocteme ze vztahu

111
P T, Ty’
odkud mame
P 17T
Tvu—1T7°

a tedy
P =2136yr="780d,

kde Ty, resp. Ty, jsou obézné doby Marsu, resp. Zemé. Dalsi opozice nastane za 780 dni
po opozici v roce 2020, staci tedy jen spocitat, ktery den to bude. Ani rok 2021 ani rok
2022 nejsou prestupné, takze v noci 14.—15. 10. 2022 uplyne 730 dni od predchozi opozice,
v noci 14.-15. 11. 2022 uplyne 761 dni. Dojdeme tak k odpovédi, Ze opozice nastane v
noci 3.-4. 12. 2022 | kdy uplyne 780 dni od opozice v roce 2020.

Mars se v noci 14.-15. 10. 2020 nachézel na ekliptikdlni délce \y; = 20,8°. Ekliptikalni délka perihélia
Marsu je ¥y = —24,0°. Ekliptikalni délka perihélia Zemé je vy = 102,9°. Uvazujte pro zjednodusent,
ze obé planety obihaji v roviné ekliptiky. Ekliptikdlni délka objektu nachéazejiciho se v roviné ekliptiky
je definovana jako thel jarni bod-Slunce-objekt.

f) Casovy 1daj, ktery jste spocitali v podiiloze d), je pouze piibliznym datem opozice. Nyni nezane-
dbavejte excentricity orbit Zemé a Marsu a spocitejte skutecné ekliptikalni délky Zemé i Marsu pro
tento den. Nastane skuteénd opozice dfive, nebo pozdéji?

Nejdrive musime spocitat pravé anomalie Marsu a Zemé pri opozici v noci 14.-15.10.2020.
7 ni spocitame stredni anomalii obou planet v tento den, pri¢teme k ni zménu stredni
anomalie odpovidajici ¢asu P a novou stfedni anomalii prepoc¢itame zpét na pravou ano-
malii obou planet v noci 3.—4.12.2022. Pak uz se jen budeme muset zamyslet, jestli opozice
nastane diive nebo pozdéji. Mars ma vyssi excentricitu (druhd nejvyssi z planet), takze
ocekavame, ze pokud vezmeme excentricity orbit do ivahy, uvidime rozdil oproti vysledku
z podilohy e).

Pri opozici lezi Slunce, Zemé a Mars v jedné primce. Jelikoz Mars se v tu dobu nachazel
na ekliptikalni délce \yy = 20,8°, znamena to, ze uhly jarni bod-Slunce-Zemé a jarni
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bod-Slunce-Mars mély oba velikost A\y;. Délka perihélia i ekliptikalni délka se méri od
jarniho bodu proti sméru hodinovych ruci¢ek. Pravé anomalie obou planet pti opozici v
roce 2020 jsou tudiz

vz = A — Uz,
UM = AM — ?/)M )
a tedy
vy = —82,10,
%Y 44,80 .

Tato ¢isla dosadime do vztahu mezi excentrickou anomalii £ a pravou anomdlii v z
podilohy e), dostaneme

by, = —81,14°,
Ey = 41,16°.
Z Keplerovy rovnice M = FE — esin I/ pak spoc¢itame stiedni anomalie planet. Pozor,

excentrickou anomalii £ musime dosadit v radianech, ne ve stupnich. Stredni anomalie
Zemé a Marsu v noci 14.-15. 10. 2020 jsou

[e)
My = —80,18°,
My = 37,65°.
Vsimnéte si, ze diky vyssi excentricité Marsu se stfedni anomalie od pravé anomalie lisi o

vice nez 6°. V pripadé kruhové obézné drahy by se rovnaly. Za jednu synodickou periodu
P =780d (tedy v noci 3.-4. 12. 2022) se stfedni anomalie obou planet zméni na

P
MQZMz—f-Qﬂ'f

T’
P
Mﬁ/[ = MM + 27— s
Ty
a tedy
M} = 688,78°,
My, = 446,67° .
Od vysledku miizeme odecist libovolny pocet nasobkt 360°, takze budeme pocitat s hod-
notami
M)}, = —31,22°,
My, = 86,67°.

Keplerova rovnice bohuzel nema analytické Teseni pro F, takze ji musime vyftesSit nume-
ricky. Pouzijeme metodu postupnych iteraci, kde n-ty vysledek slouzi jako odhad reseni
pro (n + 1)-ty vypocet

E,i1=M+esink,.

11 / 12



SLEZSKA

Astronomicka UNIVERZITA Ceska astronomicka spoleénost
olympiada PYZIKALNE USTAV http://www.astro.cz

http://olympiada.astro.cz

Finale 2020/21, kategorie CD (1. a 2. ro¢nik SS) — feSeni

Jako pocatecni odhad E; zvolime M7, resp. M, protoze nic lepstho nemame. Metoda
konverguje dostateéné presné po 3-4 iteracich. Dostaneme excentrické anomalie

El, = —31,73°,
Bl = 92,00°.

Pravou anomélii spoc¢itame pomoci vztahu z podilohy e) jako

v, = —32,2°,
Vll\/[ - 97,30 .

Uhel jarni bod-Slunce-planeta v noci 3.-4. 12. 2022 bude

0 =9+,

tedy
n="T70,7°,
v = 73,3°.

7 vysledkt vyplyva, ze Mars bude o 2,6° pred Zemi. Zemé se vSak pohybuje vyssi ihlovou
rychlosti okolo Slunce, takze Mars v pristich dnech dohoni. Skuteéna opozice nastane
pozdéji nez v noci 3.—4. 12. 2022 (jen pro zajimavost, bude to 8. 12. 2022).
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